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1 INTRODUCTION

ゲージ理論の基礎的なトピックです。計量がEuclid

でない場合についての説明も多少含みます。ゲージ
理論は素粒子論をやるなら必須といっても過言では
ないので簡潔にトピックをまとめました。特性類や
指数定理にも多少触れてます。

2 ベクトル束
M、E を多様体とし、π : E → M を滑らかな全
射とする。また x ∈ M の時、Vx = π−1(x)（これを
x上のファイバーと呼ぶ）が xによらず一定次元の
ベクトル空間 V （次元を r とする）に同型である
とする（よって Vxはベクトル空間である）。さらに

∀x ∈ M に対し、xの開近傍 U が存在し、微分同型
ϕ : U × V → π−1(U)で

πϕ(x, v) = x (x ∈ U, v ∈ V )

を満たすものが存在するとする。この時Eを、底空
間をM とした、ファイバーが V のベクトル束（ベ
クトルバンドル）という。またこの時U を座標近傍、
ϕを座標関数という。
M の開被覆 {Uα}及び、各 Uαに対して、座標関
数 ϕα : Uα × V ≃ π−1(Uα) が存在する。この時
{Uα, ϕα}を座標近傍系という。
次にGを群とし、Uα ∩Uβ に対し、滑らかな写像

gαβ : Uα ∩ Uβ → G

の族 {gαβ}は、x ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ に対し

gαβgβγ = gαγ

g−1
αβ = gβα

を満たす時、Gに値を持つM 上の座標変換系であ
るという。
x ∈ Uα に対し ϕα(x) : V → π−1(x)を

ϕα(x) = ϕα(x, ·)

で定義する。この時 x ∈ Uα ∩Uβ に対し ϕαβ : Uα ∩
Uβ → End(V )を（End(V ) = G と置く）

ϕαβ(x) = ϕ−1
α (x) ◦ ϕβ(x)

で定義すると {ϕαβ}は座標変換系をなす。直観的に
は、ベクトル束Eは各Uα上では自明、即ちUα×V

であり、この座標変換系によりM 全体にわたって
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Uα × V を張り合わせていったものと言える。この
時 G = End(V )を構造群という。
逆に座標変換系が与えられれば、それによりUα×V

を張り合わせていけば、ファイバー束が定義出来る。

3 ファイバー束
先のベクトル束の定義でファイバー V をそのまま

Gに代えて定義した時、これを主 G束（主 Gバン
ドル）という。以下では主 G束を P で表すことに
する。
一般には、多様体M に、Gに値を持つ座標変換
系 {ϕαβ}が定義されているとする。また F（これは
ある位相空間とする）にはGが推移的に作用してい
るとする1。この時、開被覆 {Uα}に対して、Uα×F

を定義し、座標変換系 {ϕαβ}を用いて F を張り合わ
せていく。このようにして出来たものを一般に F を
ファイバーに持つファイバー束（ファイバーバンド
ル）という。要するに、ベクトル束の定義でベクト
ル空間 V の代わりに F で置き換えて定義したもの。
普通は主 G束を基本に考える。ある主 G束があ
る時、Gが F に推移的に作用しているならば、その
座標変換系を用いて張り合わせていくことにより F

をファイバーとしたファイバー束が定義出来る。こ
れをファイバーを F とした主 G束の同伴バンドル
といい、P ×G F と書く。
ベクトル空間 V に対し、G = End(V )の時、同伴
バンドルとして、ベクトル束E = P ×G V を定義す
ることもできる。

ファイバー束 E の底空間M の各点 xに対し、各
ファイバー Vx から 1つ元を選び出したものを E の
切断という。即ち切断とは f : M → E であり、

πf(x) = x

1推移的の意味は、任意の v, u ∈ F に対し、ある g ∈ Gが存
在し

v = gu

となるという意味。

を満たすもの。通常これはxに関して滑らかであると
仮定する。切断全体からなる集合を Γ(E)と書く。E

がベクトル束の場合、Γ(E)はベクトル空間になる。
M を n次元多様体とし、x ∈ M を固定し、xで
のベクトル場 v(x) = vi(x)∂iを xの接ベクトルとい
い、xの接ベクトル全体からなる集合を TxM と書
く。TM = ∪

x∈M
TxM は自然に 2n次元多様体の構造

が入り、ベクトル束の構造を持つ。これを接ベクトル
束という。TxM

∗なども同様に定義し、TM∗を余接
ベクトル束という。つまり TM や TM∗の場合、切
断とはベクトル場、1-formであり、これら全体から
なる集合をΓ(TM)、Γ(TM∗)と書く。また p

∧TM や
p
∧TM∗の場合には、p-vector、p-formであり、これ
ら全体からなる集合はΓ(

p
∧TM)、Γ( p∧TM∗)である。

ベクトル束の場合、局所自明性により、ある開集
合 U 上で E の切断 e1, e2, · · · , er が存在して、U の
各点 xで e1(x), · · · , er(x)が基底であるように選べ
る。それには V 上の基底 e1, · · · , erを選び、ei(x) =

ϕ(x, ei)と置けばよい。この基底を局所基底という。
これらは一般にはM全体にわたり基底とはならない。
なる場合にはベクトル束は自明束、即ちE = M×V

となる。また、この局所基底を用いてEの切断 vは
v = eiv

i と書ける。ここで vi = vi(x)である。行列
表示（ベクトル表示）をすれば v = etv と書ける。
さらに別の開集合 V へ変換するには、V 上の局所基
底を wi と書けば（U = Uα、V = Uβ と置いて）座
標変換系 {gαβ}を用いて v = éi(gαβ)

i
jv

j と変換す
る。行列表示をすれば、v = étgαβvと書ける。

ベクトル束Eのファイバーを V とする。V の双対
ベクトル空間 V ∗ が存在するとすると、ファイバー
を V ∗としたベクトル束を定義出来る。これをE∗と
書き、双対束（双対バンドル）という。E の座標変
換系を gαβ と書けば、E∗ の座標変換系は g−†

αβ であ
る（†は双対行列を表し、−† は双対行列の逆行列を
表す）。
底空間M が共通なファイバー束 E、É に対しそ
のテンソル積 E ⊗ É、直和 E ⊕ É なども同様に定
義出来る。
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底空間がM の 2つのベクトル束 E, É（それぞれ
の射影を π, π́とする）が同値であるとは、滑らかな
同型写像 φ : E → É が存在し、π́ ◦ φ = π であり、
φの各ファイバー Vx = π−1(x)（x ∈ M）への制限
が同型写像 Vx → Vx を誘導することをいう。
ベクトル束 Eの自己同型 E → Eをゲージ変換と
いう。近傍 U での局所基底を用いればゲージ変換は
v = etv → ethvのように書ける。一方で U と交わ
る、別の近傍 V に対して v = étu → éth́uであった
とする。U から V への座標変換が g（et = étg）で与
えられていたとする。座標変換してからゲージ変換
しても、ゲージ変換してから座標変換しても同じで
ないといけないので、h́ = ghg−1が得られる。即ち、
ゲージ変換とは座標近傍系をなす開近傍 {Uα} に対
して定義される構造群への滑らかな射 hα : M → G

の族 {Uα, hα}であり、Uα ∩ Uβ = ∅の時、
hβ = gβαhαg

−1
βα (1)

を満たすものと言い換えることが出来る。

4 接続
ベクトル束Eに対し、微分を定義する。それには

v = eiv
i ∈ Γ(E)に対し、その成分の vi(x)の微分だ

けでなく、局所基底 ei(x)の微分をも考える必要があ
る。そこで、共変微分（接続ともいう）∇ : Γ(E) →
Γ(E ⊗ TM∗)を

∇v = eidv
i + (∇ei)v

i

で定義する。E 上の共変微分であるということを強
調したい時には∇E などとも書く。eiが局所基底で
あるので、∇ei は局所的に ei の線形結合で表せる。
そこで

∇ej = eiωij

と書ける。ここで ωij は 1-formである。つまり ω ∈
Γ(End(E)⊗TM∗)である2。これも行列表示で書け

2End(E) はファイバーを End(V ) に持つ、ベクトル束 E の
同伴束である。ここで End(V ) は V の自己同型全体からなる集
合（群をなす）である。

ば ∇et = etω と書ける。この時 ω を接続形式とい
う。よって

∇v = ei(dv
i + ωijv

j)

行列で書けば ∇v = et(dv + ωv) である。∇v は
End(E) 値 1-form なので、X ∈ Γ(TM) とし、X

と ∇v の縮約、∇Xv = ∇v[X] を定義出来る。これ
は成分で直接書けば

∇Xv = ei(Xvi + ωij [X]vj)

である。
共変微分が局所基底を変えた時にどうなるかを考
える。2つの局所基底 e1, · · · , er、é1, · · · , ér の間の
座標変換を

éi = ejαji (ét = etα)

とし∇éi = éjώij とすると

∇ét = étώ

= et(ωα+ dα)

よって基底をそろえて成分を比べれば

ώ = α−1ωα+ α−1dα

となるのが分かる。
逆に上の変換則に従う行列値 1-formの族（これは
座標変換系ごとに定義されてるとする）が与えられ
ればそれにより接続形式が定義でき、共変微分も定
義できる。
ベクトル束 E∗をベクトル束 Eの双対ベクトル束
とすると、E∗ の共変微分は

d ⟨v∗, v⟩ = ⟨∇E∗
v∗, v⟩+ ⟨v∗,∇Ev⟩

v∗ ∈ Γ(E∗), v ∈ Γ(E)

で定義される。v∗、v をそれぞれの局所基底に選べ
ば、E∗ の接続形式は −ωt であることが分かる。
ベクトル束 E のファイバー V に内積が定義され
ている場合には、計量を gとし、内積を v, u ∈ Γ(E)

に対して

⟨v, u⟩ := g(v, u)
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で定義出来る。g を E∗ ⊗ E∗ の切断とみなせば、g

にも接続が定義出来る。この時、一般には ∇g ̸= 0

であるが、= 0の場合、即ち

d ⟨v, u⟩ = ⟨∇v, u⟩+ ⟨v,∇u⟩

の時、∇は gを保つ、または gは並行であるなどと
いう。v, uを局所正規直交基底 ei, ej に選ぶ、即ち

⟨ei, ej⟩ = ηij

ηij =


±1

. . .

±1


とすれば、接続形式の条件として

ω†η + ηω = 0

が導かれる。即ち接続形式は so(V )値の 1-formで
ある3。

共変微分は自然に Γ(E ⊗
p
∧TM∗)へ拡張出来る。

u = eiu
i, ui ∈ Γ(

p
∧TM∗)に対し、

∇u = (∇ei) ∧ ui + eidu
i

と定義すればよい。

5 曲率
ベクトル束 E の p-formの切断 u = eiu

i ∈ Γ(E ⊗
p
∧TM∗)に対し、共変微分を 2回作用させると、

∇2u = ∇(et(du+ ω ∧ u))

= et(ω ∧ du+ dω ∧ u+ ω ∧ ωu− ω ∧ du)

= et(dω + ω ∧ ω) ∧ u

= Ω ∧ u
3ここでは計量 ηij による内積を持つベクトル空間 V に対し、

計量を不変に保つ V 上の変換群を O(V ) と書く。定義により明
らかに O(V ) の元の行列式は ±1 である。行列式が +1 である
もの全体からなる部分群を SO(V ) と書き、そのリー環を so(V )
と書く。ちなみに内積は

⟨v, u⟩ = (vi)∗ηiju
j

= v†ηu

である。

ここで Ω = dω + ω ∧ ω と置いた。つまり ∇2 は
End(V )値 2-formを与える。∇2を曲率といい、Ω =

dω+ ω ∧ ωを曲率形式という。曲率形式が座標変換
のもと、どう変わるかを見てみる。2つの局所基底
e1, · · · , er、é1, · · · , ér の間の接続形式の変換則を使
えば

Ώ= dώ + ώ ∧ ώ

= d(α−1ωα+ α−1dα)

+(α−1ωα+ α−1dα) ∧ (α−1ωα+ α−1dα)

=−α−1dαα−1 ∧ ωα+ α−1dωα+ α−1ω ∧ dα

−α−1dαα−1 ∧ dα

+(α−1ωα+ α−1dα) ∧ (α−1ωα+ α−1dα)

=α−1(dω + ω ∧ ω)α

= α−1Ωα

となり、曲率∇2が Γ(End(E)⊗
2
∧TM∗)の元である

ことが分かる。
ここで

∇(∇2u) = ∇Ω ∧ u+Ω ∧∇u

∇2(∇u) = Ω ∧∇u

となるが、当然この両者は等しいので

∇Ω = 0

となる。これを Bianchiの恒等式という。∇を使わ
ないで表せば、簡単な計算により（Ω = eiΩijθ

j に
注意すれば）

dΩ− Ω ∧ ω + ω ∧ Ω = 0

が分かる。これは交換子を用いて [∇,Ω] = 0と書け
る。（注意：当然ながら、これは∇3 = 0を意味しな
い。これは [∇,∇2] = 0を意味しているのである。）

6 擬リーマン幾何
基本的な概念は”幾何の話”の noteで説明している
ので、そちらも参照。多様体をM とし、TM の計
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量を、局所座標を x1, · · · , xn とすると、

ds2 = gijdx
idxj

とする。この時、局所正規直交基 e1, · · · , enを選び、
それらの双対基を θ1, · · · , θn とすれば、計量は

ds2 = ηijθ
iθj

となる。ηij は前に与えた形の計量行列で

ηij =


±1

. . .

±1


である。このような計量を与えられた多様体M を
擬リーマン多様体という。特に ηij = δij であれば、
リーマン多様体といい、ηij が 1つの成分だけ−1で
他の成分が +1の場合にはローレンツ多様体という
（1つだけ +1で他が −1の場合にもいう）。
この時（V を計量を ηに持つ n次元ベクトル空間
とし）so(V )値の 1-form ωで

ωtη = −ηω

dθi = −ωij ∧ θj

を満たすものが唯一存在することが示せる。まず

ωij = cijkθ
k

と置く。よって

−ωij ∧ θj = −cijkθ
k ∧ θj

=
∑
j<k

(cijk − cikj)θ
j ∧ θk

一方で

dθi =
∑
j<k

aijkθ
j ∧ θk

と置くと、関係式

aijk = cijk − cikj (2)

を得る。ここでA = ηωと置き、A = Aijkθ
kと置け

ば、関係式

ηijcjkl = Aikl

ηijAjkl = cikl

を得る。ωtη = (ηω)t = −ηω より、A = −At とな
り、よって Aijk = −Ajik となる。上の 2式目を (2)

式に代入して aijk = ηilAljk − ηilAlkj となる。これ
に左から ηをかけて、bijk = ηilaljk と置けば

bijk = Aijk −Aikj (3)

となる。同様にして

bjik = Ajik −Ajki (4)

bkji = Akji −Akij (5)

となる。ここで (3)+(4)-(5)を計算すると（Aijk =

−Ajik に注意）

bijk + bjik − bkji = 2Akij

を得る。後はこれに左から ηをかければ

aijk + ajik − akji = 2ckij

となる。これで ωtη = −ηωでかつ、dθ = −ω ∧ θを
満たす ω が唯一存在することが示された。この ωが
座標変換のもとで接続形式の満たすべき変換則を満
たすことは容易に確かめられる。よって条件第 1式
により、この ωの族は計量を保つ（即ち∇g = 0）接
続を定義する。この接続をレビ・チビタ接続という。
ここで局所正規直交基 ei と、その双対基 θi のテ
ンソル積 eiθ

i の共変微分は

∇(eiθ
i) = ei(ωij ∧ θj + dθj)

と書ける。これは一般には 0ではないが、レビ・チ
ビタ接続の場合には条件第 2式により 0となる。こ
の時

Θ = dθ + ω ∧ θ

を torsion formという。これが 0の時、torsion free

であるという。
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ここでこのレビ・チビタ接続∇TM に対し、TM∗

上の接続∇TM∗ も定義できる。上の記号をそのまま
使えば∇TM∗

(θi) = −θj⊗ωij = −θj⊗ (cijkθ
k)よっ

て∇TM∗

ek (θi) = −θjcijk となる。従って

θk ∧∇TM∗

ek
θi = −θk ∧ θjcijk

= −cijkθ
k ∧ θj

= −ωij ∧ θj

= dθi

これは一般的な Γ(
p
∧TM∗)へ拡張出来る。よって

d = θi ∧∇TM∗

ei

が一般に成り立つ。
ここで ω ∈ Γ(

p
∧TM∗) に対し、内積（縮約）iX

（X ∈ Γ(TM)）を ω = ωi1···ipθ
i1 ∧ · · · ∧ θip に対し

iXω =
∑
j

(−1)j−1ωi1···ipθ
j [X]θi1 ∧

j
∨· · · ∧ θip

で定義する。同様に if（f ∈ Γ(TM∗)）を

ifω =
∑
j

(−1)j−1ωi1···ip ⟨f, θj⟩ θi1 ∧
j
∨· · · ∧ θip

で定義する（ここでは後者の方しか使わないが今後
の利便上、両方定義しておく）。この時、計算を簡単
にするため ω = θ1 ∧ · · · ∧ θp と選ぶと

θi ∧ ∗ω = ±θi ∧ θp+1 ∧ · · · ∧ θn (1 ≤ i ≤ p)

となる（∗は Hodge作用素）。ここで右辺の符号は
η11 · · · ηpp = ±1に従って±となる。よってdet ηij =

±1 = ηとして

∗θi ∧ ∗ω = ηεip+1···n1···
∧
i

pη
iiθ1 ∧

i
∨· · · ∧ θp

= η(−1)np+n+i−1ηiiθ1 ∧
i
∨· · · ∧ θp

= η(−1)np+niθiθ1 ∧ · · · ∧ θp

= η(−1)np+niθiω

となる。これは明らかに ωの一般的な場合にも成り
立つ。従って

iθi = η(−1)np+n ∗ θi ∧ ∗

よって局所基底として ∇TMei = 0なるものを選べ
ば、上述の dの表示より（今は計量 ηij は定数とな
ることに注意して）

iθi∇TM∗

ei = η(−1)np+n ∗ θi ∧∇TM∗

ei ∗

= −η(−1)np+n+1 ∗ d∗

となり、よって

δ = −iθi∇TM∗

ei

が得られる（δの定義は”トポロジー”note参照）。

曲率について、レビ・チビタ接続の場合もう少し
のことが言える。曲率 Ωを

Ωij =
∑
k<l

Rijklθ
k ∧ θl

と書き、Rijkl を曲率の成分という。これは Rijkl =

−Rijlk となる。この時、

Ω ∧ θ = (dω + ω ∧ ω) ∧ θ

= dω ∧ θ + ω ∧ ω ∧ θ

= dω ∧ θ − ω ∧ dθ

= d(ω ∧ θ)

= −d(dθ)

= 0

となる。あるいは

Ωij ∧ θj = 0

と書ける。これは直接書けば
1

2
Rijklθ

j ∧ θk ∧ θl = 0

よって成分をそろえて

Rijkl +Riklj +Riljk = 0

を得る。これをBianchiの第 1恒等式という。η = ±δ

の場合にはRijkl = −Rjiklであるが、一般的には反
対称にはならず、ηimRmnklηnj = −Rjikl となる。
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また

Rjk =
∑
i

Rijik

と置いて

Ric = Rjkθ
j ⊗ θk

を Ricci曲率という。さらに ηijRji = Rをスカラー
曲率という。

7 特性類
多様体 M 上のベクトル束 E に対し、A ∈

Γ(End(E))、ω ∈ Γ(
p
∧TM∗)とする時、trを

trωA = ωtrA

で定義する。
さらに A,B ∈ Γ(End(E))、ω, η をそれぞれ p-

form、q-formとする時、交換子を

[ωA, ηB] = ωA ∧ ηB − (−1)pqηB ∧ ωA

で定義する。A,B ∈ Γ(End(E)⊗
∗
∧TM∗)とすれば

tr[A,B] = 0

となる。
この時 A ∈ Γ(End(E) ⊗

p
∧TM∗)に対し、接続形

式を ω とすると

dtrA = tr(dA+ [ω,A])

= tr(dA+ ω ∧A− (−1)pA ∧ ω)

= tr∇EA

= tr[∇E , A]

となる。
関数 f を

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·

とする時、f(Ω)を考える。ここで Ωは曲率形式で
ある。この時次の 2つのことが成り立つ。
1)

dtrf(Ω) = 0

2) ∇0,∇1 を E 上の 2つの異なる接続であるとし、
Ω0,Ω1をそれぞれの曲率形式とする。この時、ある
ω ∈ Γ(

∗
∧TM∗)が存在し、

tr[f(Ω0)]− tr[f(Ω1)] = dω

となる。
1)は∇がライプニッツ則に従うことから、自明。

2)は、まず

∇t = (1− t)∇0 + t∇1

と置く。これは明らかに接続となる。∇tの曲率形式
をΩtと置く。よって d∇t

dt = ∇1−∇0 ∈ Γ(End(E)⊗
∧TM∗)となる。よって

d

dt
tr[f(Ωt)] = tr

[
dΩt

dt
f́(Ωt)

]
= tr

[[
∇t,

d∇t

dt

]
f́(Ωt)

]
= tr

[[
∇t,

d∇t

dt
f́(Ωt)

]]
= dtr

[
d∇t

dt
f́(Ωt)

]
2段目の等式は、接続形式が tに依存する一般的な
場合を考えて（即ち∇t = d+ ωt）

dΩt

dt
= dώ + ώ ∧ ω + ω ∧ ώ

= [∇t, ώt]

= [∇t,
d∇t

dt
]

となることから（´は tの微分を意味する）。最後か
ら 2段目の等式はBianchiの恒等式より。よって、こ
れを tで積分すれば

tr[f(Ω0)]− tr[f(Ω1)] = −d

∫ 1

0

tr

[
d∇t

dt
f́(Ωt)

]
dt

7



となり、示された。この時

−
∫ 1

0

tr

[
d∇t

dt
f́(Ωt)

]
dt

をChern-Simons termという。多くの場合において、
これは閉形式となることが知られている。即ちコホ
モロジー類を定義する。
（例としてM をコンパクトで向きのついた 3次
元多様体とする。ベクトル束として TM を考える。
接続∇0を TM の自明な接続、即ち∇0 = d、∇1は
TM の任意の接続で、∇1 = d + ω とする。よって
∇t = d + tω である。また f(x) = −x2 とする。こ
の時 Chern-Simons termは（K と書く）

K = 2

∫ 1

0

tr
[
ω ∧ (dωt+ ω ∧ ωt2)

]
dt

= tr

[
ω ∧ dω +

2

3
ω ∧ ω ∧ ω

]
となる。これを Chern-Simons形式という。これは
3-formなのでもちろん閉形式である。
M の次元が n(≥ 4)次のベクトル束Eの場合にも
全く同じようにChern-Simons形式を定義でき、dK

は、

dK = trΩ ∧ Ω

となる。これはもちろん直接計算でも確かめられる。
それは読者への演習としておこう（tr[ω∧ω∧ω∧ω] =
0 に注意すれば難しくないと思う）。この関係式は
場の量子論でのインスタントンに関係してくる。ま
た、trΩ ∧ Ωはベクトル束の計量が η = δ の場合に
は（場の理論なんかではそうである）、後に出てく
る第 1Pontrjagin 形式や第 2Chern 形式、または第
2Chern 指標の定数倍である。また、これはアノマ
リーとの関係もある。さらにこれは flatな 4次元ス
ピン多様体の場合の指数定理にも表れ、ディラック作
用素の指数が、第 2Chern指標のM 上の積分に等し
くなる。ディラック作用素の指数は整数なので、よっ
てその場合には整数となるのである（”クリフォード
代数” note参照）。）
以上により f(Ω)はM 上のコホモロジー類を定義
することが分かる。

次に ωを p-form閉形式とする。この時

df(ω) = a1dω + a2(dω ∧ ω + (−1)pω ∧ dω) + · · ·

= 0

となり、f(ω)も閉形式となる。よって trf(Ω)の関
数も閉形式である。
trf(Ω)を特性形式という。また、そのコホモロジー
類を特性類という。
次に det ef(Ω) を考える。一般に行列 A に対し

det eA = etrA となるので、det ef(Ω) = etrf(Ω) よ
り、閉形式になる。さらに上記 2) より

etrf(Ω0) = etrf(Ω1)edω

= etrf(Ω1) + dω ∧ etrf(Ω1)

+
1

2!
dω ∧ dω ∧ etrf(Ω1) + · · ·

= etrf(Ω1) + d
(
ω ∧ etrf(Ω1)

+
1

2!
ω ∧ dω ∧ etrf(Ω1) + · · ·

)
となるので etrf(Ω) も接続の取り方によらず、コホ
モロジー類を定義することが分かる。この場合にも
det ef(Ω)を特性形式、そのコホモロジー類を特性類
という。

上記のことを踏まえて以下にいくつかの特性形式、
特性類を定義する。
まず、複素ベクトル束 E に対して

c(E,∇E) := det

(
1− Ω

2πi

)
= 1 + c1(E,∇E) + c2(E,∇E) + · · ·

· · ·+ cr(E,∇E)

を全Chern形式という。ここで ci(E,∇E)は 2i次微
分形式である。ci(E,∇E)を第 i Chern形式という。
これらのコホモロジー類を順に、全 Chern類、第 i

Chern類といい、それぞれ c(E)、ci(E)と書く。こ
こで Eが内積を持つとする。計量を ηとし、計量 η

を保つ接続∇E を取れば接続形式 ωは ηω∗η = −ωt

であるので（∗は複素共役の意味）、ηΩ∗η = −Ωtと
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なり、よって

c(E,∇E) = det

(
1− Ω

2πi

)
= det

(
1− Ω

2πi

)t

= det

[
η

(
1 +

Ω∗

2πi

)
η

]
= det

(
1− Ω

2πi

)∗

= c(E,∇E)∗

となり、c(E,∇E)は実微分形式であることが分かる。
次に複素ベクトル束 E に対して

ch(E,∇E) = tr exp

(
− Ω

2πi

)
= 1 + ch1(E,∇E)

+ch2(E,∇E) + · · ·

chk(E,∇E) =
1

k!
tr

[(
− Ω

2πi

)k
]

とする時、ch(E,∇E) の定めるコホモロジー類を
Chern指標という。また chi(E,∇E) を第 iChern指
標と呼ぶことにする。
次は実ベクトル束 E に対して、

p(E,∇E) := det

(
1− Ω

2π

)
を全 Pontrjagin形式といい、そのコホモロジー類を
p(E)と書き、Pontrjagin類という。ここでも内積を
定義し、計量 η を保つ接続を取れば、ηΩtη = −Ω

より

det

(
1− Ω

2π

)
= det η

(
1 +

Ωt

2π

)
η

= det

(
1 +

Ω

2π

)t

= det

(
1 +

Ω

2π

)
よって、p(E,∇E)は Ωの遇関数である。

p(E,∇E) = 1 + p1(E,∇E) + p2(E,∇E) + · · ·

とした時、pi(E,∇E)（4i次微分形式である）を第 i

Pontrjagin形式といい、それの定めるコホモロジー
類を第 i Pontrjagin類といい、pi(E)と書く。Pon-

trjagin類と Chern類の間には、E ⊗ Cを E の複素
化とした時

pi(E) = (−1)ic2i(E ⊗ C)

なる関係がある。

p̃(E,∇E) = tr exp

(
−Ω

2π

)
の定めるコホモロジー類を Pontrjagin指標という。
これも Pontrjagin 形式の時と同様 Ωの遇関数なの
で、Ωの偶数次だけを考えたらよい。

次に向きのついた内積を持つ実ベクトル束 E で、
そのファイバー V の次元が r = 2mである場合。向
きが付いてるので構造群を SO(V )に落とせる。曲率
をΩとすると、Ωη = −(Ωη)t なのでΩimηmj = Bij

と置けば、Bは反対称な 2-formである。Bij を
2
∧E

の 2-formの切断の成分とみなす。即ち E の局所正
規直交基を ei と書けば

B =
1

2
Bijei ∧ ej

と置く。このBに対しても Bianchiの恒等式が成立
することに注意。実際

[∇E , B] = dB + ω ∧B +B ∧ ωt

= dB + ω ∧B +Ωη ∧ ωt

= dΩη + ω ∧ Ωη − Ω ∧ ωη

= [∇E ,Ω]η

= 0

となる。この時

Bm =B ∧B ∧ · · · ∧B (m個)

=
1

2m
εi1i2···i2m−1i2mBi1i2 ∧ · · · ∧Bi2m−1i2m

e1 ∧ e2 ∧ · · · ∧ e2m−1 ∧ e2m
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となる。

P(B) :=
1

2m
εi1i2···i2m−1i2mBi1i2 ∧ · · · ∧Bi2m−1i2m

と置き、

e(E,∇E) =
1

(2π)mm!
P(B)

を Euler形式という（Pf(B) := 1
m!P(B)をパッフィ

アンという）。これが閉形式であることは次のよう
に考えれば分かる。まず、P(B) は局所正規直交基
を éi = ejαji, α ∈ SO(V )に変えた時、B の成分は
B́i1i2 = Bj1j2αi1j1αi2j2 と変換するので

εi1i2i3i4···B́i1i2 ∧ B́i3i4 ∧ · · ·

= detα εj1j2···Bj1j2 ∧ · · ·

= εj1j2···Bj1j2 ∧ · · ·

となり、不変である。次に B は α−1
t := e−tS ∈

SO(V ) による座標変換のもとで Bt = αtBαt
t と変

換するので、dBt

dt = SBt +BtS
t となる。よって

2m
d

dt
P(Bt)

= εi1i2···(
dBt

dt
)i1i2 ∧ · · ·+ · · ·

= εi1i2i3i4···(SBt)i1i2 ∧ (Bt)i3i4 ∧ · · ·

+εi1i2i3i4···(BtS
t)i1i2 ∧ (Bt)i3i4 ∧ · · ·

+ · · ·

のような形になるが、P(Bt)が tによらないので、こ
れは 0になる。S ∈ so(V )は任意なので、S の代わ
りに so(V )値 1-formの接続形式であってもこれが 0

であるのに変わりはない。よって（煩雑にならない
ために、添え字を省略して書く）Bianchiの恒等式
より

0 = ε(ω ∧Bt) ∧Bt · · ·+ ε(Bt ∧ ωt) ∧Bt · · ·+ · · ·

= −ε(dBt) ∧Bt · · ·+ · · ·

= −d(εBt ∧Bt · · ·+ · · · )

= −2mdP(B)

となることから e(E,∇E)が閉形式であることが分
かる。さらに、これが接続の取り方によらないこと

は、前と同じように異なる接続 ∇0、∇1 に対して、
∇t、Ωt 、それに対する Bt（さっきの Bt とは違う
ことに注意）を定義すれば、

dBt

dt
=

dΩt

dt
η

= [∇t,
d∇t

dt
]η

に注意して（接続と計量の積 ωη が反対称であるこ
とに注意して、また上と同様の議論が以下でも成り
立つことに注意して）

2m
d

dt
P(Bt) = εijkl···

dBij

dt
∧ · · ·+ · · ·

= εijkl···[∇t,
d∇t

dt
]imηmj ∧ · · ·+ · · ·

= ∇t

(
εijkl···(

d∇t

dt
)imηmj ∧ · · ·+ · · ·

)
= d

(
εijkl···(

d∇t

dt
)imηmj ∧ · · ·+ · · ·

)
となるのでEuler形式も接続によらないコホモロジー
類を定義することが分かる。Euler形式のコホモロ
ジー類を Euler類といい、e(E)と書く。

次に、接ベクトル束 TM に対して、接続を∇TM、
曲率を ΩTM と書くと

L(TM,∇TM ) := det

( i
2πΩ

TM

tanh( i
2πΩ

TM )

) 1
2


を L形式といい、これの定めるコホモロジー類を L

類といい、L(TM)と書く。また、

L(M) :=

∫
M

L(TM,∇TM )

を L種数という。ここで積分は dimM に等しい次
数の形式だけを積分しているものとする。よって奇
数次元では 0である。
次に

A(TM,∇TM ) := det

( i
4πΩ

TM

sinh( i
4πΩ

TM )

) 1
2


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をA形式といい、その定めるコホモロジー類をA類
といい、A(TM)と書く。また、

A(M) :=

∫
M

A(TM,∇TM )

を A種数という。これも dimM に等しい次数の形
式だけを積分しているものとする。よって奇数次元
では 0である。

A 付録
特性類のところで使った行列の関係式について

det eA = etrA

の証明。tを実数とし、det etA の差分を取ると

det e(t+∆t)A − det etA =
(
det e∆tA − 1

)
det etA

= ∆t (trA+O(∆t)) det etA

よって、これを ∆t で割り、∆t → 0 の極限を取れ
ば、微分方程式

d

dt
det etA = trA det etA

を得る。よって

det etA = ettrA

特に t = 1と置けば、証明したいことが示される。
次に第 iChern形式や第 iPontrjagin形式を具体的
に計算するのに必要な計算をする。まず

det(1−A) = det elog(1−A)

= det e
−
(
A+A2

2 +A3

3 +···
)

= e
−tr

(
A+A2

2 +A3

3 +···
)

= −trA+
1

2

(
(trA)2 − trA2

)
+ · · ·

などとなる。これにより A = Ω
2πi または A = Ω

2π と
置いて計算出来る。特にベクトル束の計量が η = δ、
即ち成分が 1の場合には曲率形式は反対称行列とな

るので、trΩ = 0となる。よって特に第 2Chern類、
第 2Pontrjagin類は

c2(E,∇E) =
1

8π2
trΩ ∧ Ω

p1(E,∇E) = − 1

8π2
trΩ ∧ Ω

となる。
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