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1 INTRODUCTION

ここでは幾何の話 noteの内容までは理解出来ているものと仮定する。最初にまずニュートン力学の復習から始
め、ラグランジアン形式を説明し、正準形式の説明し、最後にハミルトン・ヤコビ理論を説明する。

2 ニュートン力学
物体が運動している時、物体の軌道を時間 tの関数（ベクトル値）として x(t)で表す。この時、x(t)の時間変化
率、即ち時間微分 v = dx

dt (t)を速度、さらに時間の二階微分 a = d2x
dt2 (t)を加速度といった。物体の質量をmとし

た時、物体に働く力 Fを

m
d2x

dt2
(t) = F(t) (1)

で定義した。この方程式をニュートンの運動方程式と呼んだのだった。或いは逆に力が先に定義されて、加速度と
力の関係を与えるのがニュートンの運動方程式と解釈してもよい。この式から慣性の法則が読み取れる。即ち物体
に力が働いてなければ、物体の加速度は常に 0である。言い換えれば等速直線運動をする。ただし肝心の座標系自
体が運動しているような場合にはこの限りではない。静止している物体も運動している座標系から見たら運動して
いるように見えることになる。従って、慣性の法則が成り立つ座標系を慣性系といい、運動する座標系などと区別
することにする。最後に物体同士に働く力（相互作用）について。物体同士が力を及ぼしあっている時、一方の物
体に働く力が Fであれば、もう一方の物体には力 −Fが働く。
以上を 3つの原理としてまとめれば

1)　慣性の法則
全ての物体はそれに加えられた力によって状態が変化させられない限り、静止あるいは等速直線運動をする。
2)　運動方程式
運動量の変化は加えられた力に比例し、かつその力が働いた直線方向に沿って起こる。
3)　作用・反作用の法則
全ての作用に対して、大きさが等しく反対向きの反作用が存在する。
ここに運動量とは p = mvで定義される量である。

作用反作用の法則について簡単な例を出してみると、例えば質量mの物体が一列に n個並んでいる場合を考え
る。一番右側から力を加えて全ての物体が連なって動くようにするには、まず一番左端の物体に左方向への力 F が
加わっているとする。加速度を aとすると運動方程式よりma = F の関係がある。つまり a = F

m である。作用反
作用の法則より、左から二番目の物体には右方向へ力 F が加わる。従って二番目の物体を同じ加速度 aで動かすた
めには左方向へ力 2F を加えていることになる。同様に三番目の物体には右方向へ 2F の力が加えられるので、加
速度 aで運動させるには左方向へ 3F の力を加えていることになる（下図）。

· · ·
F F 2F 2F 3F (n− 1)F nF⇐

a

(2)
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このようにして、一番右側の物体には左方向へ力 nF を加えていることになるのが分かる。こうして一番右側から
力を加えている人は全部で質量 nmのものを力 nF を加えて、加速度 aで動かしているという直感的に当たり前の
事実が導かれる。

2.1 エネルギー保存則
物体が力 Fを受けて運動している時、物体の軌跡 C に沿った積分

W =

∫
C

Fdx (3)

を仕事という。ここで曲線 C の始点を A、終点を B と置き、ニュートンの運動方程式を用いると

W =

∫ B

A

Fdx

=

∫ B

A

m
d2x

dt2
dx

=

∫ tB

tA

m
d2x

dt2
dx

dt
dt

=

∫ tB

tA

m

2

dv2

dt
dt

=
1

2
mv2

B − 1

2
mv2

A (4)

となる。ここで T = 1
2mv2 は運動エネルギーと呼ばれる。即ち運動エネルギーの変化量は与えられた仕事に等し

い。ここで物理でよくあることであるが、力 Fがある関数 V (x)の微分で

F = −∂V

∂x
(x) (5)

と与えられている場合には、(4)より

E :=
1

2
mv2 + V (x) (6)

が運動の間常に一定であることが分かる。言い換えれば E は保存量である。この時 E をエネルギー、V をポテン
シャルエネルギーと呼ぶ。力 Fがこのように与えられる時、Fを保存力と呼ぶ。またこの場合のエネルギーが保存
することをエネルギー保存の法則とも呼ぶ。このような保存則については詳しく後述する。

2.2 運動量保存則
物体がN 個存在し、それら物体同士が互いに他の物体に力を及ぼしあっている場合を考える。物体に番号を振っ
ていき、i番目の物体の質量をmi、位置ベクトルを xi、などと物理量に番号を振る。この時運動方程式は

dpi

dt
= Fi +

N∑
j=1

Fij (7)

で与えられる。ここで Fi は i番目の物体に働く外力で、Fij は j 番目の物体が i番目の物体に及ぼす力である。ま
た Fii = 0とする。

3



さて作用・反作用の法則より Fij = −Fji であるので、上の方程式をすべての i に対して和を取ると（運動量の
総和を Pと書けば）

dP

dt
=

∑
i

dpi

dt

=
∑
i

Fi +
∑
ij

Fij

=
∑
i

Fi (8)

となる。従って各物体に外力が働いていない場合には∑i Fi = 0であるので、運動量の総和は時間とともに変化し
ないことになる。これを運動量の保存則という。

2.3 角運動量保存則
角運動量を位置ベクトルと運動量との外積

L = x× p (9)

で定義する。角運動量の時間変化（p = mvに注意して）
dL

dt
= x× F (10)

をNと書き、トルク（力のモーメント）と呼ぶ。従って力が位置ベクトル xに平行であれば、トルクは 0となる。
即ち角運動量の時間変化は 0である。これを角運動量の保存則という。

3 剛体の運動
これまでは点状の物体の運動についてであった。ここでは剛体の運動の説明。剛体とは広がりを持った、変形し
ない物体のことである。

3.1 相対座標系
剛体の占める領域をDtで表す（剛体は運動しているのでこの領域は時間とともに変わっていく。従ってDtのよ
うに時間に依存する形で書くべきである）。剛体の質量密度を ρとする。剛体全体の質量をmと置く。この時、剛
体内の任意の点を xで表し、その点の動く速度を vとすれば角運動量は

L =

∫
Dt

ρx× vdV (11)

で表される。重心座標は

xG =

∫
Dt

ρxdV∫
Dt

ρdV
=

∫
Dt

ρxdV

m
(12)

と書ける。重心座標系を原点とした座標系（重心系）を取ったときには、

s := x− xG (13)
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が重心系での座標となる。これを相対座標という。これを用いて ∫
Dt

ρsdV = 0に注意すれば角運動量は

L =

∫
Dt

ρ(s+ xG)× (ṡ+ ẋG)dV

=

∫
Dt

ρs× ṡdV +

∫
Dt

ρsdV × ẋG + xG ×
∫
Dt

ρṡdV +

∫
Dt

ρdV xG × ẋG

=

∫
Dt

ρs× ṡdV +mxG × ẋG

= Ls + LG (14)

となる。第一項目は相対座標系での角運動量。第二項目は重心の角運動量。

3.2 運動方程式
剛体に加わる力の合力を FG とすると、剛体全体の運動方程式は

d

dt

∫
Dt

ρvdV =

∫
Dt

ρv̇dV

=

∫
Dt

ρ(s̈+ ẍG)dV

=

∫
Dt

ρdV · ẍG

= mẍG

= FG (15)

ここで最初の等号は連続の方程式
d

dt

∫
Dt

ρdV = 0 (16)

を用いている（詳しくは”幾何のお話”note参照）。

3.3 運動エネルギー
剛体の運動エネルギーは

T =

∫
Dt

ρ

2
v2dV (17)

ここで重心系と相対座標系とに分ければ

v2 = (ṡ+ ẋG)
2

= ṡ2 + ẋ2
G + 2ṡ · ẋG (18)

従って ∫
Dt

ρsdV = 0より

T =

∫
Dt

ρ

2
ṡ2dV +

∫
Dt

ρ

2
ẋ2
GdV

= Ts + TG (19)

ここで Tsは相対座標系から見た剛体の運動エネルギー。TGは重心系の運動エネルギーである。即ち剛体の運動エ
ネルギーは重心系と相対座標系とに分けることが出来る。
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3.4 慣性モーメント
角運動量 Lは

L =

∫
Dt

ρx× ẋdV (20)

で表された。この時間微分（トルク）は

N :=
d

dt
L

=

∫
Dt

ρx× ẍdV

=

∫
Dt

x× FdV (21)

ここで Fは剛体の各点 xに働く外力である。
ここで剛体が角運動量wで回転している場合を考える。この時、剛体内の任意の点 xの速度は

ẋ = w × x (22)

で表される。従って角運動量 Lは

L =

∫
Dt

ρx× (w × x)dV (23)

ここで一般に 3次元ベクトル a、b、cに対して

a× (b× c) (24)

を計算する。単位ベクトル（正規直交基底）を ei (i = 1, 2, 3)で表せば

b× c = εijkeibjck (25)

と書けるので

a× (b× c) = εijkeiajεklmblcm

= εkijεklm︸ ︷︷ ︸
=δilδjm−δimδjl

eiajb
lcm

= b · (a · c)− c · (a · b) (26)

従って

L =

∫
Dt

ρ(w|x|2 − x(x ·w))

=

∫
Dt

ρ|x|2(w − x

|x|2
(x ·w))

=

∫
Dt

ρ

 w1(y
2 + z2)− w2xy − w3xz

−w1xy + w2(x
2 + z2)− w3yz

−w1xz − w2yz + w3(x
2 + y2)

 dV

=

∫
Dt

ρ

 y2 + z2 −xy −xz

−xy x2 + z2 −yz

−xz −yz x2 + y2

 dV

︸ ︷︷ ︸
=:Î

·w

= Î ·w (27)
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ここで定義した Î の対角成分を慣性モーメントといい、その他の成分を慣性乗積という。また Î を慣性モーメント
テンソルという。

3.5 回転する剛体の運動
回転する剛体の各点の速度は v = w × xと書ける。従って運動エネルギーは

T =

∫
Dt

ρ

2
v2dV

=

∫
Dt

ρ

2
v · (w × x)dV (28)

ここで一般に

a · (b× c) = εijkaibjck

= −εjikbjaick

= −b · (a× c) (29)

となるので

T =

∫
Dt

ρ

2
(x× v) ·w

=
1

2
L ·w (30)

前節より慣性モーメントを用いて角運動量を表せば L = Î ·wより

T =
1

2
(Îw ·w)

=
1

2
wtÎw (31)

と書ける。
前々節で、運動エネルギーが相対座標系と重心系とに分けることが出来ることが分かったので、ここで計算した
座標系を相対座標系であったとして考えれば、相対座標系でも同様の結果が得られる。その場合には座標は相対座
標 sであり、速度は相対速度 ṡであり、角速度wは重心周りの角速度となる。

3.6 剛体の力学

x

y

z

e1

e2

e3
w

0
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図で表しているように通常の直交座標系系 (x, y, z)から見て、3つの正規直交基底を張る単位ベクトル e1, e2, e3に
より張られる座標系が角速度wで回転している場合を考える。即ち、ベクトル ei (i = 1, 2, 3)は

ėi = w × ei (32)

を満たし、i, j = 1, 2, 3に対して ei · ej = δij であり、これらが右手系である、即ち

ei × ej = εijkek (33)

とする。今ベクトル xが

x =

 x

y

z

 = ξiei (34)

と書けるとする。
今剛体が e1, e2, e3 で張られる座標系から見て角速度Ω で回転しているとする（下図）。

e1

e2

e3

Ω

剛体

即ち

ξ̇iei = εijkΩiξjek

= Ω× x (35)

である。この時 (x, y, z)座標系で見た時の剛体の速度 ẋは

ẋ = Ω× x+w × x

= (Ω+w)× x (36)

従って角速度は

L =

∫
Dt

ρx× ẋdV

=

∫
Dt

ρx× (Ω× x)dV +

∫
Dt

ρx× (w × x)dV

= LΩ + Lω (37)

ここで LΩ は e1, e2, e3 で張られる座標系から見た剛体の角運動量。Lω は (x, y, z)座標系から見た、剛体の”自転”

を無視した角運動量である。これは慣性モーメントを用いても導くことが出来る。即ち

L = Î(Ω+w)

= ÎΩ+ Îw

= LΩ + Lω (38)

となる。従って角運動量は重心系の回転運動（歳差運動）と剛体の自転運動とに分けて考えることが出来る。
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3.7 オイラー方程式
剛体が e1, e2, e3 で張られる座標系とともに回転している場合を考える。慣性モーメントは対称行列であるので、
対角化することが出来る。慣性モーメントを正規直交ベクトル e1, e2, e3により張られる座標系で表示した時に対角
化される時、e1, e2, e3 を慣性主軸という。一般的に剛体が回転対称性を持つ場合には、例えば e3 を対称軸に選べ
ば、慣性モーメントは対角化される。慣性主軸で角速度 ωを表して

ω = ωiei (39)

と書けるとすると、慣性モーメントの ei 成分を Ii とすれば

Îei = Iiei (40)

と書ける。従って自転の角運動量 Lω は

Lω = Îω

= Iiωiei (41)

よって自転のトルクは

Nω := L̇ω

= Iiω̇iei + Iiωiėi

= Iiω̇iei + Iiωiw × ei (42)

ここで

w × ei = wjej × ei

= εjikwjek (43)

よって

Nω = L̇ω

= (Iiω̇i + εijkIkωkwj)ei

= Nωiei (N = Niei) (44)

成分で書くと

· I1
d

dt
ω1 − I2ω2w3 + I3ω3w2 = Nω1 (45)

· I2
d

dt
ω2 − I3ω3w1 + I1ω1w3 = Nω2 (46)

· I3
d

dt
ω3 − I1ω1w2 + I2ω2w1 = Nω3 (47)

となる。これをオイラー方程式という。

4 ラグランジュ形式
4.1 仮想仕事の原理
物体に様々な外力が働いて全体として釣り合っている場合、合力を Fと書けば釣り合いの条件は当然 F = 0とな
る。そこで今釣り合いの位置に物体が存在している時には、その位置から微小な変位 δxを取ったとしても外力は仕
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事をしない。従って

δW = F · δx = 0 (48)

となる。これは釣り合いの条件であるので、逆にこの条件から釣り合いの位置を求めることも出来る。これを仮想仕
事の原理という。今外力が全て保存力である場合、即ちある関数 V があり F = −∂V

∂x である場合には上の条件式は
∂V

∂x
· δx = 0 (49)

これは幾何学的には釣り合いの位置がポテンシャル V の極値であることを意味している。極値がポテンシャルの最
小値である場合には安定である。即ち釣り合いの位置から少しずれても力が最小点方向へ働くのでもとの位置に戻
るからである1。この場合、この点を安定点という。逆に最大値である場合には不安定である。即ち釣り合いの位置
から少しでもずれれば、力がこの点から離れる方向へ働くために最大点から離れてしまうからである。この場合、
不安定点という。

4.2 ダランベールの原理
次に物体が f(x) = 0で与えられた局面内に拘束されている場合を考える。f = 0で与えられる局面を拘束面と呼
ぶ。1次元で与えられる場合には拘束線である。例えばレールに沿って運動するような場合や、回転する曲がらな
い棒に固定された球の運動などである。この場合には物体に力 Fが働いていても加速度の方向は一般にはその方向
へは向かない。f = 0で与えられる局面から外れる方向への力が打ち消されるように拘束面から力を受けるためで
ある。このような力を拘束力という。一般に拘束面に摩擦などがない場合には拘束力は拘束面に垂直に働く。拘束
面に平行な成分へ力を与える要素がないからである。この場合には滑らかな拘束であるという。通常は拘束が滑ら
かでない場合にも拘束面に平行な成分を摩擦力などとして、垂直成分を拘束力と見なして滑らかな拘束の場合に帰
着できる。従って以下では拘束力が存在する場合にも拘束は滑らかであると仮定する。
物体に外力 Fと拘束力 f が働いている場合には運動方程式は

m
d2x

dt2
= F+ f (51)

で与えられる。拘束力 f は拘束面に垂直方向であるために、拘束面内での微小変分 δxに対して f · δx = 0である。
つまり (

m
d2x

dt2
− F

)
· δx = 0 (52)

を得る。これをダランベールの原理という。

4.3 未定乗数法
ここでは一般的に物体が n個存在する場合に拡張して考える。物体に番号を振り、i番目の物体の質量、位置ベ
クトルなどをmi,xi などと書くことにする。この時、ダランベールの原理は

n∑
i=1

(
mi

d2xi

dt2
− Fi

)
· δxi = 0 (53)

1関数 V (x) の最小値から少しだけ離れた位置を x とすれば

V (x+∆x)− V (x) =
∂V

∂x
(x) ·∆x+ o(|∆x|) (50)

であるので、∆xが最小点から離れる方向を向いていれば左辺は正であり、最小点を向いていれば負である。。従って ∂V
∂x

(x)は最小点と逆方向
を向いていることが分かる。
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となる。さらに拘束条件

fl(x1, · · · ,xn) = 0 (l = 1, 2, · · · , h) (54)

が与えられているとする。まず簡単な幾何学的な事実として拘束条件 f = 0が与えられた場合には、拘束面内の任
意の微小変分 δxに対して f の値は変化しないので

δf =
∂f

∂x
· δx = 0 (55)

となる。これは ∂f
∂x が拘束面に垂直方向のベクトルであることを意味している。これは各 fl に対する場合へも容易

に拡張出来る。即ち

δfl =
∂fl
∂xi

· δxi = 0 (i = 1, 2, · · · , n) (56)

さらに ∂fl
∂xi
が拘束面に垂直方向を向いていることを利用して、i番目の物体に働く拘束力を ∂fl

∂xi
を用いて∑l λl

∂fl
∂xi

と表し、(51)を書き直した式

mi
d2xi

dt2
= Fi +

h∑
l=1

λl
∂fl
∂xi

(57)

と f = 0の条件から未知数を求めることが出来る。この場合未知数は xi, λl の 3n+ h個存在する。条件式は上の運
動方程式 3n個と拘束条件 fl = 0の h個で全部で 3n+ h個あるので、全て求めることが出来る。一般的に、これら
の条件で決まる λlは xiに依存するが、これは拘束力を ∂fl

∂xi
の線形結合で表した時の係数 λl が位置によって変わる

ということを意味している。この方法を未定乗数法という。

4.3.1 数学小話

ここでは未定乗数法に関して少し幾何学的な観点から補足的な小話。n次元空間 Rn 上の関数 f = f(x)がm個
の拘束条件 gi(x) = 0 (i = 1, 2, · · · ,m)の条件のもとでの最大値を求める問題などでラグランジュの未定乗数法が
用いられる。
拘束条件がなければナイーブには ∂f

∂x (a) = 0を満たすところを探すことになる。その aの近傍では

f(a)− f(a+∆a) = −∂f

∂x
(a+∆a) ·∆a+ o(|∆a|) (58)

となるので、f が aで最大となるのであれば左辺は正となる。従って ∂f
∂x (a+∆a)は a+∆aから aに向かう方向を

向いていることがわかる。即ち aの周辺の ∂f
∂x の向きは aに向かっている。

さて、m個の gi(x) = 0 (i = 1, 2, · · · ,m)の拘束条件がある場合にはそのように簡単にはいかないことがわかる。
上で求めた aが拘束条件を満たすとは限らないからである。拘束条件を満たす適当な点を bとして、拘束条件を満
たす変化∆bをとると、その変化に対して各 gi の値が変わらないので、∂gi

∂x (b) ·∆b = 0であることがわかる。つ
まり各 iに対して、ベクトル ∂gi

∂x (b)は gi = 0の拘束面と垂直な方向を向いていることがわかる。従って ∆bの方
向として可能な向きというのは、各 ∂gi

∂x (b) (i = 1, 2, · · · ,m)のいずれとも垂直な方向ということになる。任意の i

に対して、点 bを始点とする、∂gi
∂x (b)と直交するベクトルの向きは n− 1次元の方向が可能である。即ち拘束条件

1つに対して、変化が可能な方向が 1次元だけ減ることになる。従って全ての拘束条件を満たす Rn の部分空間 N

は n−m次元になることがわかる。
一方、点 bでは一般に ∂f

∂x (b)は 0とはならない。従ってm個の拘束条件 gi = 0 (i = 1, 2, · · · ,m) によって決ま
る部分空間N の中での bからの変化∆bに対して ∂f

∂x (b) ·∆bはまた一般には 0とはならない。今ある方向への変
化∆bに対して ∂f

∂x (b) ·∆b > 0であるとすると、f の変化は∆bが十分小さければ

f(b+∆b)− f(b) =
∂f

∂x
(b) ·∆b+ o(|∆b|) > 0 (59)
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となる。従って f(b)は最大値とはなりえないことがわかる。符号が逆の場合には∆bの向きを逆にとれば同様であ
る。従って bで f が最大値をとるには bからのN の中での、いかなる方向への変化∆bに対しても ∂f

∂x (b) ·∆b = 0

とならないといけない。即ち、ベクトル ∂f
∂x (b)が部分空間 N の点 b のいかなる接線ベクトルとも直交しなければ

いけない。これはベクトル ∂f
∂x (b)が ∂gi

∂x (b) (i = 1, 2, · · · ,m) を基底として張られるm次元のベクトル空間の元と
して表すことができる、即ち ∂f

∂x (b)は ∂gi
∂x (b) (i = 1, 2, · · · ,m)の線形結合で表すことができることを意味する。つ

まりm個の拘束条件 gi = 0 (i = 1, 2, · · · ,m)のもとで f の最大値を求める問題は、∂f
∂x が ∂gi

∂x の線形結合で表すこ
とができる点を探す問題となる。そのような点 bでは適当な定数 λがあって

∂f

∂x
(b) =

n∑
i=1

λi
∂gi
∂x

(b) (60)

と書ける。従って、問題は次のように言い換えができる。

L(x, λ1, λ2, · · · , λm) = f(x)−
∑
i

λigi(x) (61)

に対して

· ∂L

∂x
= 0 (62)

· ∂L

∂λi
= 0 (i = 1, 2, · · · ,m) (63)

を満たす点 bを探して f(b)の値を求める問題となる。実際にはこのようにして求めた点 bは必ずしも f の最大値
とは限らず、最小値となることもあるので、実際に f が最大となるかどうかは f の 2階微分まで見るなどして、も
う少し調べる必要がある。
以上が一般的にラグランジュの未定乗数法と呼ばれる手法の幾何学的な観点からの説明である。

4.4 ラグランジュ形式
これまでは暗黙のうちに直交座標系で表してきたが、ここからは一般座標系でも表すことが出来るような形式を
説明する。さらに物体が n個存在するような場合にもそのままの形式を用いることが出来るように、それらの座標
をまとめて (x1, x2, · · · , x3n)と書くことにする。ダランベールの原理は

3n∑
i=1

(
mi

d2xi

dt2
− Fi

)
δxi = 0 (64)

と書くことが出来る。また一般座標系での座標 (q1, q2, · · · , q3n)との関係式が

xi = xi(q1, q2, · · · , q3n, t) (65)

で与えられているとする。従って xi の全微分は

dxi =
∂xi

∂qj
dqj +

∂xi

∂t
dt (66)

となる。また qi に対する任意の変分 δqi に対しては

δxi =
∂xi

∂qj
δqj (67)

である。よってダランベールの原理は
3n∑
i=1

(miẍi − Fi)
∂xi

∂qj
δqj = 0 (68)
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と書き換えることが出来る。ここで拘束条件がない場合には各 δqj は任意に取ることが出来るので、その場合には
3n∑
i=1

(miẍi − Fi)
∂xi

∂qj
= 0 (69)

となる。この式の左辺をさらに変形していく。∑
i

(miẍi − Fi)
∂xi

∂qj
=
∑
i

[
d

dt

(
miẋi

∂xi

∂qj

)
−miẋi

d

dt

(
∂xi

∂qj

)]
−
∑
i

Fi
∂xi

∂qj
(70)

ここで

ẋi =
∂xi

∂qj
q̇j +

∂xi

∂t
(71)

であるので、q̇j を独立変数として扱えば
∂xi

∂qj
=

∂ẋi

∂q̇j
(72)

となる。また
d

dt

(
∂xi

∂qj

)
=

∂2xi

∂qk∂qj
q̇k +

∂xi

∂t∂qj

=
∂

∂qj

(
∂xi

∂qk
q̇k +

∂xi

∂t

)
=

∂

∂qj

(
dxi

dt

)
=

∂ẋi

∂qj
(73)

より ∑
i

(miẍi − Fi)
∂xi

∂qj
=

∑
i

[
d

dt

(
miẋi

∂ẋi

∂q̇j

)
−miẋi

∂ẋi

∂qj

]
−
∑
i

Fi
∂xi

∂qj

=
d

dt

[
∂

∂q̇j

(∑
i

1

2
miẋ

2
i

)]
− ∂

∂qj

(∑
i

1

2
miẋ

2
i

)
−
∑
i

Fi
∂xi

∂qj
(74)

従って運動エネルギー∑i
1
2miẋ

2
i を T と置き、

F́j =
∑
i

Fi
∂xi

∂qj
(75)

と置けば [(
d

dt

(
∂

∂q̇j

)
− ∂

∂qj

)
T − F́j

]
= 0 (76)

となる。ここで Fi が保存力であるとすると、

F́j = −
∑
i

∂V

∂xi

∂xi

∂qj

= −∂V

∂qj
(77)
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となる。従って

L = T − V

=
∑
i

1

2
miẋ

2
i − V (78)

と置けば、 [
d

dt

(
∂

∂q̇j

)
− ∂

∂qj

]
L = 0 (79)

となる。Lをラグランジアンといい、この方程式をオイラー・ラグランジュ方程式という。以上のことからわかる
ようにラグランジアンは

L = L(qi, q̇i, t) (80)

という風に qi, q̇i, tの関数である。導出方法から分かるように、この方程式は座標系の取り方に依存しない。即ちど
んな座標系を選んでも、ラグランジアンが分かればオイラー・ラグランジュ方程式から運動方程式を導くことが出
来る。このような性質を共変性という。実際に座標変換のもと形式が不変である（共変性を持つ）ことを確かめる
のは読者への演習としたい。
ここで q = xの場合には ∂L

∂ẋi
= pi は運動量である。一般に

pi :=
∂L

∂q̇i
(81)

を qi に共役な正準運動量という。これは一般には通常の運動量mvi とは異なることに注意されたい。

4.5 ハミルトンの原理
一般座標 qiに対して変分 δqiを与えてやることを考える。変分とは下図のように物体の軌道 qiを δqiだけずらす
ことを意味する。

qi
qi + δqi

ラグランジアン L = L(qi, q̇i, t)は

δL =
∂L

∂qi
δqi +

∂L

∂q̇i

d

dt
(δqi)

=

[
∂L

∂qi
− d

dt

(
∂L

∂q̇i

)]
δqi +

d

dt

(
∂L

∂q̇i
δqi

)
(82)

となる。右辺二段目の最初の項はオイラー・ラグランジュ方程式の形をしている。これの意味するところは作用（作
用積分）を

S :=

∫ t

t0

Ldt (83)

で定義した時、時刻 t及び t0での qiを固定した状態（δqi(t) = δqi(t0) = 0）で t0から tまでの qi(t)を変えていった
時の作用の停留点がオイラー・ラグランジュ方程式の解であるということである。これをハミルトンの原理という。
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4.6 ハミルトニアン
ラグランジアンをルジャンドル変換したものをハミルトニアンという。ここでルジャンドル変換とは以下のよう
な変換である。まずラグランジアン L = L(qi, q̇i, t)において qi, q̇i, tをそれぞれ独立変数とみなす（q̇i は qi の微分
とはここでは全く関係ない変数として扱う）。ルジャンドル変換は pi をまず新しい独立変数として

H = piq̇i − L(qi, q̇i, t) (84)

として与えられる。これの全微分を取れば

dH = q̇idpi + pidq̇i −
(
∂L

∂qi
dqi +

∂L

∂q̇i
dq̇i +

∂L

dt
dt

)
= q̇idpi +

(
pi −

∂L

∂q̇i

)
dq̇i −

∂L

∂qi
dqi −

∂L

∂t
dt (85)

となる。従って q̇i を

pi =
∂L

∂q̇i
(86)

を満たすように選べば、dq̇iの係数が 0となり、ラグランジアン Lが q̇iに依存しなくなり、その代わり piに依存す
るようになる。上記 (86)はちょうど qi に共役な運動量の定義そのものである。即ちルジャンドル変換とは独立変
数を q̇i から正準共役な運動量へ変えることに対応している。この変換のもとH を書き直せば

H =
∂L

∂q̇i
q̇i − L (87)

となる。もちろんこの式の右辺に現れる q̇iは今は全て (86)によって qi, pi, t の関数として表されているものとする。
さて (86)によって q̇i が消去できる条件を求める。消去するには、Lを q̇i だけの関数として扱って全微分をとり

dpi =
∂2L

∂q̇i∂q̇j
dq̇j (88)

から逆に dq̇i を dpi で表せばよい。そのためには変換行列が逆行列を持つ必要がある。即ち

det

(
∂2L

∂q̇i∂q̇j

)
ij

̸= 0 (89)

この条件が満たされれば実際に q̇iを dpiで表すことが出来る。この条件は多くの場合には満たされている。実際ラ
グランジアンが

L =
1

2
m

(
dxi

dt

)2

− V (x)

=
1

2
mgij

dqi
dt

dqj
dt

− V (90)

で与えられている場合を考える。ここで gij は計量

gkl = δij
∂xi

∂qk

∂xj

∂ql
(91)

である。この場合には
∂2L

∂q̇i∂q̇j
= mgij (92)
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となり、一般に gij は対称行列であり、逆行列を持つ。以下では常にこの条件が満たされていると仮定する。
(87)で与えられるH をハミルトニアンという。この表式は独立変数を pi に変えない時、即ち独立変数が qi, q̇i, t

である場合にも意味を持つ。この場合にもH をハミルトニアンという。実際ハミルトニアンからラグランジアンに
ルジャンドル変換した場合の関係式は

L =
∂L

∂q̇i
q̇i −H (93)

で与えられる。また (86)を tで微分すると、オイラー・ラグランジュ方程式を用いれば

ṗi =
∂L

∂qi
(94)

となる。従ってH の全微分形 (85)よりH の tでの微分（偏微分ではない）が

dH

dt
= −∂L

∂t

(
=

∂H

∂t

)
(95)

と求まる。即ちラグランジアン Lが tにあらわに依存しなければ、ハミルトニアン H は運動の間常に一定、つま
り保存量であることが分かる。またハミルトニアンがあらわに tに依存しない場合にも同様である。多くの場合に
おいてハミルトニアンは系の全力学的エネルギーに等しいことが示される。例えば、運動エネルギーは q̇iの二次形
式であり、係数に 1

2 の factorが付いている。ラグランジアンは一般的に運動エネルギーとポテンシャルエネルギー
との差 T − V で与えられる。従ってこの場合にはハミルトニアンはちょうどH = T + V の形を取るからである2。
従ってラグランジアンが tにあらわに依存しなければ、系のエネルギーは保存するといえる。

4.7 最小作用の原理
ハミルトンの原理を系のエネルギーが保存する場合（系は保存系であるという）にちょっと書き換えよう。作用
積分は

S =

∫ t1

t0

Ldt (96)

であった。ここで (qi, t)空間での運動の軌道に沿った曲線を Cλ と表す。ここで λはその曲線を表すパラメータで
ある。またベクトル場 d

dτ に沿って曲線 Cλ を変形していくことを考える。この変形による変化 δCλ が変分である
（下図）。

λ

τ

Cλ

(qi, t)空間

(97)

2必ずしもハミルトニアンは運動エネルギーとポテンシャルエネルギーとの和、H = T + V とは限らないので注意しないといけない。例え
ば電磁場中の荷電粒子の場合には共役運動量が運動量 p = mv とは異なってしまうためである。
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パラメータλのとり方からλと tは 1対 1に対応する。また変分は τ方向への変形である。作用積分は t1 = t(λ1), t0 =

t(λ0) と置き、

S =

∫ λ1

λ0

L
dt

dλ
dλ (98)

と書き換えられる。これから τ 方向への変分を取れば

δS =

∫ λ1

λ0

(
δL

dt

dλ
+ L

d

dλ
(δt)

)
dλ

=

∫ λ1

λ0

[(
∂L

∂qi
δqi +

∂L

∂q̇i

d

dt
(δqi) +

∂L

∂t
δt

)
dt

dλ
+

(
d

dλ
(Lδt)− dL

dλ
δt

)]
dλ

=

∫ λ1

λ0

[(
∂L

∂qi
− d

dt

(
∂L

∂q̇i

))(
δqi

dt

dλ
− dqi

dλ
δt

)
+

d

dλ

(
∂L

∂q̇i
δqi

)
− d

dt

(
∂L

∂q̇i

dqi
dλ

)
δt

]
dλ

+Lδt

∣∣∣∣λ1

λ0

=

(
2
∂L

∂q̇i
δqi −Hδt

)∣∣∣∣λ1

λ0

− δ

∫ λ1

λ0

∂L

∂q̇i

dqi
dλ

dλ+

∫ λ1

λ0

[(
∂L

∂qi
− d

dt

(
∂L

∂q̇i

))(
δqi

dt

dλ
− dqi

dλ
δt

)]
dλ (99)

一方、この変分をエネルギー（ハミルトニアン）が一定のH = E の曲面内に制限して考えれば

δ

∫ t1

t0

Hdt = Eδt

∣∣∣∣λ1

λ0

(100)

従ってこれを足し合わせてまとめると

δ

∫ t1

t0

2
∂L

∂q̇i

dqi
dλ

dλ = 2piδqi

∣∣∣∣λ1

λ0

+

∫ λ1

λ0

[(
∂L

∂qi
− d

dt

(
∂L

∂q̇i

))(
δqi

dt

dλ
− dqi

dλ
δt

)]
dλ (101)

従って λ = λ1, λ0 での τ 方向への qi の変分 δqi を固定しておけば

δ

∫
Cλ

2pidqi =

∫ λ1

λ0

[(
∂L

∂qi
− d

dt

(
∂L

∂q̇i

))(
δqi

dt

dλ
− dqi

dλ
δt

)]
dλ (102)

を得る。ここで pi =
∂L
∂q̇i
である。

I =

∫
Cλ

pidqi (103)

も作用と呼ばれる。文献によっては作用積分 S を第一積分と呼んでいたりする。少々紛らわしいが、文脈によって
どちらをさしているかを読み取ってもらいたい。上記 (102)の意味するところは、系が保存系である時には、変分
を等エネルギー曲面内に制限して、また端点の qiを固定して取った時、作用が停留するものがオイラー・ラグラン
ジュ方程式の解であるということである。（注意点は端点での tは固定する必要がないということである。というよ
り実は変分を等エネルギー面内に制限する限り、固定できない。端点での δtは変動しても δqiは変動しないように
変分を取るのである。）これを最小作用の原理という。

4.8 ネータの定理
ラグランジアン L = L(qi, q̇i, t)がある qi の変分 qi → qi + δqi に対して不変である場合を考える。これは系がこ
の変分に対して対称性を持っていることを意味している。この変分に対してラグランジアンは

0 = δL =

[
∂L

∂qi
− d

dt

(
∂L

∂q̇i

)]
δqi +

d

dt

(
∂L

∂q̇i
δqi

)
(104)
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となるので、qi がオイラー・ラグランジュ方程式を満たすならば
d

dt

(
∂L

∂q̇i
δqi

)
= 0 (105)

となる。即ち piδqiは保存量である。逆にある piδqiが保存量であるならばラグランジアンは qi → qi + δqiの変分に
対して不変である、即ち対称性を持つことが分かる。つまり対称性の存在と保存量 piδqi の存在は同値である。こ
れをネータの定理という。
例を見てみよう。ある定数ベクトル λi方向への変分 δqi = ελi に対してラグランジアンが不変である場合。これ
は系が λi方向への並進対称性を持つことを意味している。この場合には piλiは保存量となる。piλiはまさに λi方
向の qi に共役な運動量を表している。即ち並進対称性を持つことは、運動量が保存することと同値なのである。
次に系が回転対称性を持つ場合を考える。簡単のため 1質点の場合を考える。質点の座標を直交座標x = (x1, x2, x3)

で表すことにする。回転対称性を持つ例として、クーロンポテンシャル V = − e2

|x| で与えられる系などがある。回
転は一般に

M1 =

 0 0 0

0 0 −1

0 1 0

 , M2 =

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 , M3 =

 0 −1 0

0 0 0

1 0 0

 (106)

なる行列により生成されるフローにより生成される。一般には回転群は

U(w) = exp(w ·M) (107)

と書ける。このような群は SO(3)と呼ばれる。xへの作用は通常の行列の作用

xw = U(w)x (108)

である。従ってw方向へのwの変分 δwによる、xの変分 δxは

δx = (δw ·M)x (109)

である。従って保存量は

pδx = (p ·M ix)δwi

= −εijkpjxkδwi

= δw(x× p) (110)

となる。これはw軸周りの角運動量に他ならない。即ち回転対称性があることとその回転方向の角運動量の保存が
同値であることが分かる。

5 正準形式
5.1 正準方程式
「ハミルトニアン」の節で導いたハミルトニアンの全微分 (85)及びオイラー・ラグランジュ方程式を用いて連立
方程式

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
(111)
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が導かれる。これを正準方程式という。qi, piを独立変数として、正準方程式を基本に添えて考えるのが正準形式で
ある。qi を正準座標、pi を正準運動量という。またこれらをまとめて正準変数という。独立変数の数が倍になり、
運動方程式の数も倍になる。また正準変数からなる座標 (qi, pi)で表される空間を相空間という（位相空間という呼
び方もあるがトポロジーと混乱してはいけないのでやめといたほうがよい）。
座標変換のもと dqi が反変ベクトルとして、dpi が共変ベクトルして振舞うので

θ := pidqi (112)

なる 1-formが定義できる。これを正準 1-formという。これの外微分

dθ = dpi ∧ dqi (113)

を正準 2-formという。
ここで座標系を (q1, q2, · · · , qn, p1, p2, · · · , pn) = (z1, · · · , z2n) と置くことにする。また z に関する座標の添え字
を µ, ν, · · · 等と表すことにする。ここで 2n× 2n行列 Ω̂を

Ω̂ :=

(
0 −1

1 0

)
(114)

（1は n× nの単位行列）で定義すれば

dθ =
1

2
Ωµνdz

µ ∧ dzν (115)

とも書ける。この Ω̂及び z = (z1, · · · , z2n)を用いて正準方程式は

ż = Ω̂t · ∇H (116)

と書ける。ここで∇ = ∂
∂z である。

5.2 正準形式でのハミルトンの原理
作用積分を書けば

S =

∫ t

t0

(piq̇i −H(qi, pi))dt (117)

と書ける（ハミルトニアンが tに依存しても以下での議論に影響を与えないので省略して書いている）。ここで qi、
pi での変分を取れば

δS =

∫ t

t0

(
δpiq̇i + pi

d

dt
δqi −

(
∂H

∂qi
δqi +

∂H

∂pi
δpi

))
dt

=

∫ t

t0

((
q̇i −

∂H

∂pi

)
δpi −

(
ṗi +

∂H

∂qi

)
δqi

)
dt+ piδqi

∣∣∣∣t
t0

(118)

従って正準形式においても端点での qiを固定した変分のもと作用積分が停留するような経路は正準方程式の解であ
るという正準形式でのハミルトンの原理が成立する。

19



5.3 ハミルトニアン・フロー
前節で求めた正準方程式 (116)はベクトル場（1-vector）vH := Ω̂t · ∇H により生成されるフローが正準方程式の
解を与えることを意味している。このベクトル場をハミルトニアン・ベクトル場という。定義によりハミルトニア
ン・ベクトル場の発散をとると divvH = ∇ · Ω̂t · ∇H = 0となる。ここで相空間内の適当な領域Dを取る。Dはハ
ミルトニアン・ベクトル場により生成されるフロー ϕt（ハミルトニアン・フローという）により時刻 tには領域Dt

へ移る。この領域Dt の体積は

Vt =

∫
Dt

dz1t ∧ · · · ∧ dzNt (N = 2n) (119)

で定義すれば
dVt

dt
=

d

dt

∫
D

Jtdz
1
0 ∧ · · · ∧ dzN0 Jt =

∂(z1t , · · · , zNt )

∂(z10 , · · · , zN0 )

=

∫
D

divvHJtdz
1
0 ∧ · · · ∧ dzN0

= 0 (120)

と不変である。この事実をリュウビルの定理という。
リュウビルの定理を応用して面白い定理を証明できる。まず系のエネルギーが保存するとする。さらに正準変数
の空間内の等エネルギー面が有界であるとする。すると、等エネルギー面内の任意の領域Dに対して時刻 tにはD

は ϕt(D) へ移る。さらに時間 t後には ϕ2t(D)へ移る。という風にして時刻 nt後には領域Dは ϕnt(D)へと移って
いく。そうしていく内にある ntでD ∩ ϕnt(D) ̸= ∅となる。なぜなら等エネルギー面全体の領域の体積が有限であ
るからである。この共通領域を U1ととる。さらにこの U1に対して同じようにフローに沿って変形していく。こう
してまたある tで ϕt(U1) ∩ U1 ̸= ∅となるのでその領域を U2 とする。この操作をずっと繰り返せば

U1 ⊃ U2 ⊃ U3 ⊃ · · · ⊃ Un ⊃ · · · (121)

の列が出来る。従って等エネルギー面内の任意の点 pをとり、pの任意の近傍をとってもその中に繰り返し戻って
くるような点が存在することが分かる。これをポアンカレの再帰定理という。

5.4 正準変換
2つの正準座標系 z = (q,p)と Z = (Q,P)に対してこれらの座標系の間の座標変換を正準変換という。zの座標
系での正準方程式は、Ω̂t の成分を Ωµν と書けば

żµ = Ωµν ∂

∂zν
H (122)

と書ける。一方で Zの座標系での同様に書けることから
∂Z

∂z
Ω̂t ∂Z

∂z

t

= Ω̂t

(
∂Z

∂z
Ω̂
∂Z

∂z

t

= Ω̂

)
(123)

でないといけない。これはちょっと変形すれば
∂Z

∂z

t

Ω̂
∂Z

∂z
= Ω̂ (124)

とも書ける。逆に座標変換行列がこの条件を満たすならば新しい座標系においても正準方程式を満たすので、正準
変換である。即ち (124)は正準変換であるための必要十分条件である。
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次に別の正準変換の表現を与えよう。正準座標系 zで書き表したハミルトニアンをH で、Zで書き表したハミル
トニアンをK で表すとしよう。この時、どちらの表現に対してもハミルトンの原理が成り立つことから、任意パラ
メータ λを用いて

δ

∫ t

t0

(
(piq̇i −H)− λ(PiQ̇i −K)

)
dt = 0 (125)

が成り立つ。これはある関数W = W (q,Q, t)があって
dW

dt
= (piq̇i −H)− λ(PiQ̇i −K) (126)

と書けることを意味している。従って λ = 1と取れば

pidqi −Hdt = PidQi −Kdt+ dW (127)

の関係が得られる。さてこれを (q,Q, t)からなる N + 1次元空間で定義された 1-form であると考えるならば、こ
れの外微分はまとめると

dpi ∧ dqi − dPi ∧ dQi − d(H −K) ∧ dt = d2W = 0 (128)

である。ここで q、Qそれぞれが正準方程式を満たしているとすると ∂H
∂t = dH

dt 、∂K
∂t = dK

dt であったので

d(H −K) ∧ dt =

(
dH

dt
− dK

dt

)
dt ∧ dt = 0 (129)

となり、結局

dqi ∧ dpi = dPi ∧ dQi (130)

が得られる。これは zから Zへの座標変換が (124)を満たすことを意味している。用意に分かるように (124)と
(130)の条件は同値である。上で与えたW (q,Q, t)を正準変換の母関数という。
最後に連続的な正準変換について説明する。ベクトル場 vにより生成されるフローを ϕλ とした時、ϕλ(z) = zλ

と置く。まず ϕλ : z → zλ が正準変換であると仮定すると、条件

0 =
d

dλ

(
∂zλ
∂z

t

Ω̂
∂zλ
∂z

)
=

∂zλ
∂z

t( ∂v

∂zλ

t

Ω̂ + Ω̂
∂v

∂zλ

)
∂zλ
∂z

=
∂zλ
∂z

t
(
−
(
Ω̂

∂v

∂zλ

)t

+ Ω̂
∂v

∂zλ

)
∂zλ
∂z

(131)

従って条件は成分で書くと
∂

∂zρ
(Ωµνv

ν) =
∂

∂zµ
(Ωρνv

ν) (132)

となる。これは ω = Ωµνv
νdzµで定義される 1-formに対して dω = 0であることを意味している。従ってポアンカ

レの補題より、ある関数 F があり、dF = ωと書けることを意味している。即ち∇F = Ω̂ · vである。従って両辺に
Ω̂t = Ω̂−1 をかければ

v = Ω̂t · ∇F (133)

を得る。逆に今度はベクトル場が (133)で与えられた場合には
∂v

∂zλ
=

(
Ωµν ∂2F

∂zλν∂zλρ

)
µρ

= Ω̂t · ∂2F (134)
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と書けるので、
d

dλ

(
∂zλ
∂z

t

Ω̂
∂zλ
∂z

)
=

∂zλ
∂z

t( ∂v

∂zλ

t

Ω̂ + Ω̂
∂v

∂zλ

)
∂zλ
∂z

=
∂zλ
∂z

t (
∂2F t · Ω̂ · Ω̂ + Ω̂ · Ω̂t · ∂2F

) ∂zλ
∂z

= 0 (135)

となり、正準変換であることが示される。即ち連続的な正準変換であるための必要十分条件はフローを生成するベ
クトル場が (133)で与えられることである。特に正準方程式はちょうど (133)の形のベクトル場により与えられる
ので、時間発展は正準変換である。
最後に正準座標系 (q,p)から (Q,P)へ正準変換した時、(q,p)相空間上の境界を持つ超曲面 S が、(Q,P)相空

間上の境界を持つ超曲面 S∗ へ移される場合を考える（下図）。
(q,p) spaceS

∂S

⇒
正準変換

(Q,P) spaceS∗

∂S∗

(136)

∂S（S の境界）周りの pidqi の積分はストークスの定理により∫
∂S

pidqi =

∫
S

dpi ∧ dqi (137)

となるが、dpi ∧ dqi は正準変換により不変であったので∫
∂S

pidqi =

∫
∂S∗

PidQi (138)

となる。特に時間発展は正準変換であるので

J :=

∫
∂S

pidqi (139)

は時間によらず不変量となる。

5.5 ポアソン括弧
∇のq = (q1, q2, . . . , qn)に関する成分を∇q、p = (p1, p2, . . . , pn)に関する成分を∇pと置く。即ち∇ = (∇q,∇p)

とする。この時正準方程式 (116)は

ż =

(
∇pH

−∇qH

)
(140)

のように表せる。
相空間 z = (q,p)上で定義された関数 f = f(z, t)の時間変化を考えると、

df

dt
=

∂f

∂t
+ ż · ∇f

=
∂f

∂t
+∇qf · ∇pH −∇qH · ∇pf (141)
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となる。ここでポアソン括弧を

{f,H} = ∇qf · ∇pH −∇qH · ∇pf

= ∇tf · Ω̂t · ∇H (142)

と置くと、f の時間変化は
df

dt
= {f,H}+ ∂f

∂t
(143)

と書くことができる。
一般的には、相空間上の関数 F による連続的な正準変換のフローに沿った微分は、フローのパラメータを λとす
ると

df

dλ
= {f, F}+ ∂f

∂λ
(144)

のように書けることが分かる。
ポアソン括弧は qi, pi をあらわに使って書くと

{f,H} =
∂f

∂qi

∂H

∂pi
− ∂H

∂qi

∂f

∂pi
(145)

となる。（これまでのように添え字 iに対する和をとる）改めて相空間上の関数 f の時間発展をあらわに書くと
df

dt
=

n∑
i=1

(
∂f

∂qi

∂H

∂pi
− ∂H

∂qi

∂f

∂pi

)
+

∂f

∂t
(146)

となる。

5.6 ハミルトン・ヤコビ理論
前節での記号をほぼそのまま用いる。(127)において正準座標系Z = (Q,P)で表したハミルトニアンKをK = 0

という特殊な場合に考える。この場合には正準方程式より Ż = 0である。即ちQ,Pは定数である。この時の正準
変換の母関数を

S = S(q,Q, t) (147)

と書けば (127)は

pidqi − PidQi −Hdt = dS (148)

であるので、微係数を比較すれば
∂S

∂t
+H(q,p, t) = 0 (149)

p =
∂S

∂q

なる微分方程式が得られる。これをハミルトン・ヤコビ方程式という。このハミルトン・ヤコビ方程式を基本にし
て考えるのがハミルトン・ヤコビ理論である。逆にハミルトン・ヤコビ方程式が与えられた時、完全解は

S = S0(q,a, t) + C (150)

a =


α1

α2

...

αn
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の形で与えられる。ここで αi, C は任意定数である。aはちょうど上記Qに対応する。従って

b = −∂S

∂a
(151)

はQに正準共役な運動量 Pに対応する。従って bも定数である3。この式から qについて解いて

q = q(a,b, t) (152)

p = p(a,b, t)

=
∂S

∂q
(q,a, t) (153)

を計算すれば一般解が求まる。
ここでハミルトニアン H が tをあらわに含まない場合、即ち H = H(q,p)と書ける場合にはハミルトン・ヤコ
ビ方程式はもっと簡単に解ける。S を

S = W (q)− Et (154)

と変数分離することが出来て、ハミルトン・ヤコビ方程式は

H(q,p) = E (155)

p =
∂S

∂q
=

∂W

∂q

と書ける。
以上のようにしてハミルトン・ヤコビ方程式は解くことが出来る。ここで同じハミルトニアンを与える、2つの正
準座標系 (q1,p2)及び (q2,p2)のそれぞれに対してハミルトン・ヤコビ方程式より母関数 S1, S2を求めたとすると、

SH(q1,q2,a, t1, t2) := S1(q1,a, t1)− S2(q2,a, t2) (156)

を定義しよう。ここで
∂SH

∂a
=

∂S1

∂a
− ∂S2

∂a
= b− b

= 0 (157)

であるので、これを用いて aについて解き、SH から aを消去すれば、新しく q1,q2, t1, t2 だけの関数として

SH = SH(q1,q2, t1, t2) (158)

が得られる。これをハミルトンの主関数という。このハミルトンの主関数は運動方程式により決まる軌道にそった
作用積分に等しい。これを見るには、まず作用積分 S の変分を取ったものは、(101)を 2で割ったものを (99)へ足
してあげると、qi がオイラー・ラグランジュ方程式を満たすとすれば（解に沿った作用積分を Scl と書くと）

δScl = (piδqi −Hδt)

∣∣∣∣λ1

λ2

(159)

と書けることが分かる。従って Scl は端点のみの関数である。従って I(q, t)を全微分が

dI = pdq−Hdt (160)

3なんとなれば、完全解 S を (q,p) から (a,b) への正準変換の母関数と見なせるので、後はこれまでの議論をそのまま当てはめればよい。
もちろん直接計算しても導くことが出来る。
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で与えられる関数とすれば Scl = I(q1, t1)− I(q2, t2)となる。一方 i = 1, 2として

dSi = pidqi −Hdti (161)

であるので I(qi, ti)と Si(qi,a, ti)は定数を除いて等しい。従って Scl = SH である。
さらに系が保存系であるときには、Si = Wi(qi,a)− E(a)ti とかけたので

WH := W1(q1,a)−W2(q2,a) (162)

を定義できる。この場合にも上と同じようにして aを消去して、

WH = WH(q1,q2) (163)

が得られる。これをハミルトンの特性関数という。容易に分かるようにこれは運動方程式の解曲線 Ctに沿った（q2

から q1 までの）積分 ∫
Ct

pidqi (164)

に等しい。

5.6.1 自由粒子の運動への応用例

ハミルトン・ヤコビ理論を用いて自由粒子の例を計算してみよう。ハミルトニアンは

H =
p2

2m
(165)

で与えられる。従ってハミルトン・ヤコビ方程式は
∂S

∂t
+

1

2m

(
∂S

∂q

)2

= 0 (166)

である。ハミルトニアンが tをあらわに含んでいないので変数分離できて

S = ϕ(q)− Et (167)

と書ける。従ってハミルトン・ヤコビ方程式は(
∂ϕ

∂q

)2

= 2mE (168)

となる。これは簡単に解けて、

ϕ = a · q, a2 = 2mE (169)

となる。よって

S = a · q− Et

= a · q− a2

2m
t (170)

ここで aに正準共役な運動量に対応する bは

b =
∂S

∂a

= q− a

m
t (171)
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従って

q =
a

m
t+ b (172)

を得る。これは実際に自由粒子の軌道を表している。また、運動量は

p =
∂S

∂q
= a (173)

である。粒子の運動はこうしてもとまったが、さらにハミルトンの主関数 SH を求めよう。

SH = S1 − S2

= a(q1 − q2)−
a2

2m
(t1 − t1) (174)

従って
∂SH

∂a
= q1 − q2 −

a

m
(t1 − t2) = 0 (175)

より

a =
m(q1 − q2)

t1 − t2
(176)

となり、SH は

SH =
m(q1 − q2)

2

2(t1 − t2)
(177)

と求まる。さらにハミルトンの特性関数WH を求めるには
∂SH

∂t1
= −m(q1 − q2)

2

2(t1 − t2)2

= −E (178)

より

WH = SH − ∂SH

∂t1
(t1 − t2)

= SH + E(t1 − t2)

=
√

2mE(q1 − q2)2 (179)

としてもとまる。

5.6.2 調和振動子

今度は調和振動子を例に計算してみる。簡単のため 1次元調和振動子を考える。調和振動子とはハミルトニアンが

H =
p2

2m
+

mw2

2
q2 (180)

で与えられる系である。どういう系を表しているかを簡単に説明すると、ポテンシャルエネルギーは V = mw2

2 q2で
あるので、質点の受ける力は

F = −dV

dq
= −mw2q (181)
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である。即ちバネの運動などである。
ハミルトン・ヤコビ方程式は

∂S

∂t
+

1

2m

(
∂S

∂q

)2

+
mw2

2
q2 = 0 (182)

となる。変数分離すれば

S = ϕ(q)− Et (183)

となり、ハミルトン・ヤコビ方程式は

1

2m

(
dϕ

dq

)2

+
mw2

2
q2 = E (184)

従って

S = ±
∫

dq
√

2mE −m2w2q2 − Et (185)

従って

b =
∂S

∂E
= −t±

∫
dq

m√
2mE −m2w2q2

(186)

ここに現れた積分は x = mwq√
2mE

と置けば∫
dq

m√
2mE −m2w2q2

=
1

mw

∫
dx

1√
1− x2

=
1

mw
arcsinx (187)

と計算出来る。従って

b = −t± 1

w
arcsin

(
mwq√
2mE

)
(188)

qについてまとめれば

q = ±
√
2mE

mw
sinw(t+ b) (189)

と求まる。ハミルトンの主関数は

SH = S1 − S2

= −E(t1 − t2)±
∫ q1

q2

dq
√
2mE −m2w2q2 (190)

従って

0 =
∂SH

∂E
= −(t1 − t2)±

1

w
arcsin

(
mwq√
2mE

)∣∣∣∣q1
q2

(191)

ここで

θ2 = arcsin

(
mwq2√
2mE

)
(192)
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と置き、また

ϕ = w(t− t2) ϕ1 = w(t1 − t2) (193)

と置けば

q1 =

√
2mE

mw
sin(±ϕ1 + θ2)

= ±
√
2mE

mw
sin(ϕ1 ± θ2) (194)

これを SH に代入すると

SH = −E(t1 − t2)±
√
2mE

∫ q1

q2

dq cos(ϕ± θ2) (195)

さらに

dq = ±
√
2mE

mw
w cos(ϕ± θ2)dt (196)

より

S = −E(t1 − t2) + 2E

∫ t1

t2

dt cos2(ϕ± θ2) (197)

ここで ∫ t1

t2

dt cos2(ϕ± θ2) =
t1 − t2

2
+

1

4w
sin 2(ϕ± θ2)

∣∣∣∣t1
t2

=
t1 − t2

2
+

1

2w

(
sin(ϕ1 ± θ2) cos(ϕ1 ± θ2)∓ sin θ2 cos θ2

)
(198)

従って

SH =
E

w

(
sin(ϕ1 ± θ2) cos(ϕ1 ± θ2)∓ sin θ2 cos θ2

)
(199)

ここで

sin θ2 =
mwq2√
2mE

, cos θ2 = ± mw√
2mE

q1 − q2 cosϕ1

sinϕ1
(200)

を用いて計算すれば

sin(ϕ1 ± θ2) cos(ϕ1 ± θ2) =
m2w2

2mE
q1

q1 cosϕ1 − q2
sinϕ1

(201)

となるので、まとめると ϕ1 = w(t1 − t2)より

SH =
mw

2

(q21 + q22) cosw(t1 − t2)− 2q1q2
sinw(t1 − t2)

(202)

となる。
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