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1 INTRODUCTION

トポロジーのトピックを書きました。一般的なトポ
ロジーはここでは扱いません。多様体をトポロジー
的に扱う方法みたいなことをまとめました。

2 複体
2.1 チェイン複体
ここではまず、一般的なチェイン複体、及び必要
なものを定義していく。これはそのままド・ラーム
複体として Ω∗ 上に当てはめることが出来る。
アーベル群の系 A = {Ap}、準同型 dに対し次の
系列をチェイン複体という。

· · · d→ Ap−1 d→ Ap d→ Ap+1 d→ · · · (d2 = 0)

正確には dpと次数つきで書くべきであるが、簡単に
書くために混乱の恐れがなければ省略して書く。ま
た、チェイン複体は正確にはアーベル群の系Aと準
同型 dの組 (A, d)であるが、混乱の恐れがなければ
これも省略して書くとする。
チェイン複体 (A, d)に対して、各 Ap の部分アー
ベル群Bpがあり、∀b ∈ Bpに対して、db ∈ Bp+1で
ある時（dBp ⊂ Bp+1と書く）、チェイン複体 (B, d)

を考えることが出来る。この時 (B, d)を (A, d)の部
分複体という。また、dBp ⊂ Bp+1 より、部分複体
(B, d)による商群 (A/B, d)、即ち

· · · d→ Ap−1/Bp−1 d→ Ap/Bp d→ Ap+1/Bp+1 d→ · · ·

を定義出来る。
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チェイン写像 φとは準同型の系 φ = {φp}であり、
2つのチェイン複体 A,B の間の次の図式
· · · Ap−1 Ap Ap+1 · · ·

· · · Bp−1 Bp Bp+1 · · ·

// d // d // //

// d // d // //

φp−1

��
φp

��
φp+1

��

が可換なものである（つまり dφ = φdである）。
2つのチェイン写像 φ : A → B, ϕ;A → B に対
し、それらがチェインホモトピーまたは単にホモト
ピーであるとは、ある準同型の系 K = {Kp},Kp :

Ap → Bp−1 であり、

φ− ϕ = Kd+ dK

が成り立つ時であり、φ ≃ ϕ : A → B と書く。この
時 φと ϕはホモトープであるといい、K をホモト
ピーという。
次に 2つのチェイン写像 φ : A → B, ϕ : B → A

が存在し

ϕ ◦ φ ≃ 1 : A → A, φ ◦ ϕ ≃ 1 : B → B

が成り立つ時、AとBはチェイン同値であるといい、
φ, ϕをチェイン同値写像であるという。

チェイン複体Aに対しApの部分群Zp(A), Bp(A)

を

Zp(A) = Kerdp, Bp(A) = Imdp−1

で定義する。Bp(A) は Zp(A) の部分群である。剰
余群

Hp(A) = Zp(A)/Bp(A)

を p次コホモロジー群という。またZp(A)、Bp(A)、
Hp(A)の元をそれぞれ pサイクル、pバウンダリー、
pコホモロジー類という。
チェイン写像 φ : A → Bは Zp(A), Bp(A)をそれ
ぞれ Zp(B), Bp(B)へ移すので自然に共変関手

φ∗ : Hp(A) → Hp(B)

を誘導する。

チェイン写像 φ, ϕ : A → B がホモトープならば
φ∗ = ϕ∗ : Hp(A) → Hp(B)である。よってチェイ
ン同値写像であれば、φ∗, ϕ∗ は同型写像になる。つ
まりHp(A) ≃ Hp(B)である。

2.2 ド・ラーム複体
多様体M 上の p次微分形式（p-form）全体の集
合をΩp(M)と書き、Ω∗(M) =

p
⊕ Ωp(M)と書くとす

る1。また外微分を dで書くとする。dは Ωp(M)に
線形に作用することに注意せよ。この時、ド・ラー
ム複体とは (Ω∗(M), d) である。Ωp(M) の部分群
Zp(M), Bp(M)をそれぞれ

Zp(M) = Kerd, Bp(M) = Imd

と定義すると、d2 = 0より Bp(M)は Zp(M)の部
分群である。余剰群

Hp(M) = Zp(M)/Bp(M)

を p 次ド・ラーム（de Rham) コホモロジーとい
う。Z∗(M), B∗(M),H∗(M)などと書いたときは全
ての次数の直和を表すことにする。Zp(M)、Bp(M)、
Hp(M)の元をそれぞれ、p次閉形式、p次完全形式、
p次コホモロジー類という。
次に 2つの多様体M,N に対し、その間の滑らか
な写

f : M → N

に対し、反変関手として Ωp,Hp 上に

f∗ : Ωp(N) → Ωp(M)

f∗
H : Hp(N) → Hp(M)

が誘導される。即ち、端的にはM,N の局所座標系
をそれぞれ x, yで表すと、

f : x → y = y(x)

1p 次微分形式全体の集合は Γ(
p
∧TM∗) とも書く。
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の対応に対し、ω ∈ Ωp(N)を

ω =
∑

ω(y)dyN (dyN = dyi ∧ dyj ∧ · · · )

と（簡略的に）書くと

f∗ω =
∑

ω(y(x))dfN (x)

である。これは引き戻しといわれる。f∗
H はこれをコ

ホモロジーへの作用とみたもの。f∗は外微分 dと可
換である。つまり

df∗ω =
∑

dω(y(x))dfN (x)

=
∑ ∂ω

∂yi
(y(x))df i(x) ∧ dfN (x)

及び

f∗dω = f∗
(∑ ∂ω

∂yi
(y)dyi ∧ dyN

)
=

∑ ∂ω

∂yi
(y(x))df i(x) ∧ dfN (x)

となることから df∗ = f∗dである。
前節までのことをそのままド・ラーム複体Ω∗(M)

へ対応させれば、多様体M,Nの滑らかな写 f : M →
N に対し、f∗はチェイン写像であり、f∗

H はそのコ
ホモロジーへの誘導である。またM とN が微分同
相である時、f∗, f∗

H はともに、同型写像になるのが
分かる。

2.3 ド・ラーム複体への応用
多様体M に対して（I = [0, 1]とする）次の 3つ
の写像

it : M → I ×M（射入)

π : I ×M → M（射影）
πt : I ×M → I ×M（πt = it ◦ π）

を考える。M, I の局所座標をそれぞれ x, tで表すと
する。

Ωp(I ×M) ∋ ω = ω1 + dt ∧ ω2

に対し、準同型の系K = {Kp}、Kp : Ωp(M × I) →
Ωp−1(M)を

Kω :=

∫ t1

t0

ω2dt ∈ Ωp−1(M)

とする。この時、

Kdω = K

(
dt ∧

(
∂

∂t
ω1 − dxi ∧ ∂

∂xi
ω2

))
= ω1|t1t0 −

∫ t1

t0

dt · dxi ∧ ∂

∂xi
ω2

dKω = d

(∫ t1

t0

dt · ω2

)
=

∫ t1

t0

dt · dxi ∧ ∂

∂xi
ω2

従って

(Kd+ dK)ω = ω1|t=t1 − ω1|t=t2

= i∗t1ω − i∗t0ω

となる。つまり i∗t1と i∗t0はホモトープである。よって

i∗t1H = i∗t0H : H∗(I ×M) → H∗(M)

これから一般に、多様体M,N に対し滑らかな写 f, g

があり、それらがホモトープ f ≃ g : M → N であ
るとする。即ち

φ : I ×M → N

で、ホモトピー φt := φ(t, ·)で、φt1 = f, φt0 = g

であるとすると、φt = φ ◦ it より φ∗
tH = i∗tHφ∗

H と
なるので

f∗
H = g∗H : H∗(N) → H∗(M)

となる。
次に R : Ωp(I ×M) → Ωp−1(I ×M)を

Rω :=

∫ t

t0

dt · ω2 ∈ Ωp−1(I ×M)
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で定義する。この時

Rdω = R

(
dt ∧

(
∂

∂t
ω1 − dxi ∧ ∂

∂xi
ω2

))
= ω1|tt0 −

∫ t

t0

dt · dxi ∧ ∂

∂xi
ω2

dRω = d

(∫ t

t0

dt · ω2

)
=

∫ t

t0

dt · dxi ∧ ∂

∂xi
ω2 + dt ∧ ω2

よって

(Rd+ dR)ω = ω − π∗
t0ω

となる。従って

1 = π∗
t0H : H∗(I ×M) → H∗(I ×M)

また、π∗
tH = π∗

H i∗tH、及び π∗
H の単射性より

π∗
tH , π∗

H , i∗tH は全て同型写像であることが分かる。
特に π∗

H の同型より、

H∗(M) ≃ H∗(I ×M)

である。
以上のことは I の代わりに Rであってもそのまま
成立する。よって

H∗(M) ≃ H∗(R×M)

でもある。

2.4 Rnのコホモロジー群の計算
次に A ⊂ M がレトラクトであるとは

1 : A → A

がM 上に拡張出来る、即ち

r : M → A

があって、r|A（rのAへの制限）が r|A = 1 : A → A

である時。射入 i : A ⊂ M に対し ir : M → A ⊂ M

が 1 : M → M とホモトープであり、ホモトピーの

Aへの制限が常に恒等写像である時、rを変位レト
ラクションといい、AはM の変位レトラクトであ
るという。この時、ri = 1は明らかなので、誘導さ
れる r∗H , i∗H はともに同型である。よって

H∗(A) ≃ H∗(M)

である。直観的にはM が滑らかに Aに変形出来る
なら、そのコホモロジー群が等しいということ。こ
れを A ∼ M と書くことにする。
特にM が 1点に可縮である時、即ち 1点がM の
変位レトラクトである時

Hp(M) ≃ Hp(1点)

となる。これをポアンカレの補題という。
1点のコホモロジーは

Hp(1点) =

{
R : p = 0

0 :その他
従って、Rn は 1点に可縮なので

Hp(Rn) =

{
R : p = 0

0 :その他
である。

3 完全系列
まず、いくつかの定義から始める。
チェイン複体 (A, d)

· · · dp−2→ Ap−1 dp−1→ Ap dp→ Ap+1 dp+1→ · · ·

が完全系列であるとは、全ての pに対してKerdp =

Imdp−1 となる時である。
アーベル群 A,B,C 及び準同型

δ1 : A → B, δ2 : B → C（これも省略して δ とだ
け書くこともある）の系列

0 → A
δ1→ B

δ2→ C → 0

が完全系列である時、短完全系列という。完全性よ
り δ1 が単射であること、δ2 が全射であることが分
かる。
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完全系列 (A, d)に対し、各段階で短完全系列が作
れる。つまり

0
d→ Ap−1/Kerd

d→ Ap d→ Imd ⊂ Ap+1 d→ 0

は短完全系列である。
次にチェイン複体 (A, dA), (B, dB), (C, dC) があ
り、各 pに対して Ap, Bp, Cp が短完全系列であり、
dA, dB , dCも添え字を略してdとだけ書いた時、dδ =

δdである場合を考える。即ち
...

...
...

0 Ap Bp Cp 0

0 Ap−1 Bp−1 Cp−1 0

...
...

...

//
d

OO

δ //
d

OO

δ //
d

OO

//

//
d

OO

δ //
d

OO

δ //
d

OO

//

d

OO
d

OO
d

OO

の可換な図式が成り立つ場合である。
この時、Hp−1

d (C)から Hp
d (A)への対応が存在す

る。ここで添え字 dは図式の縦に見たときのチェイ
ン複体の p次コホモロジー群を意味している。
まず、Cp−1 の元 cで dc = 0であるとする。この
時、δ2 の全射性より Bp−1 の元 b で δb = c なる b

が存在する。その bに対し dbは、図式の可換性より
δdb = 0である。よってApの元 aがあり、δa = dbと
なる。これにより∀c ∈ Cp−1(for dc = 0)から a ∈ Ap

への対応が出来る。しかし、これには不定性がある。
不定性は bの代わりに、b+ x (δx = 0)を選んだ時
に出るが、横の列の短完全性より δy = x, y ∈ Ap−1

となり、図式の可換性、及び δ1の単射性より不定性
は結局 dyだけ生じることになる。
さらにこの時、この cのそのチェイン複体 (C, d)

で見たときのコホモロジー類 [c]は全て (A, d)で見
たときの同じコホモロジー類 [a]に対応することが
分かる。実際 cが c = dć, ć ∈ Cp−2 であるとする
と、δ2の全射性より δb́ = ć, (b́ ∈ Bp−2)なる b́が存
在する。図式の可換性より db́ = bである（不定性は
上記のとおり）。よって db = d2b́ = 0となる。δ1 の
単射性より、結局 (C, d)で見たときのコホモロジー
類 [c]は全て同じ a(+dy)に対応することが分かる。
さらに dδa = d2b = 0より δda = 0。δ1 の単射性よ

り da = 0。よって aは (A, d)で見た時の pサイク
ルである。不定性は上に見たように dy だけなので
(A, d)で見たときのコホモロジー類 [a]が対応するこ
とが分かる。この対応

d∗ : Hp−1
d (C) → Hp

d (A)

をバウンダリー準同型写像という。
この時次の系列が完全であることが分かる。
...

...
...

Hp
d (A) Hp

d (B) Hp
d (C)

Hp−1
d (A) Hp−1

d (B) Hp−1
d (C)

...
...

...

δ // δ //

δ // δ //

d∗

VV

d∗

WW

d∗

WW

H∗
d (B)において Imδ1 = Kerδ2 であることは短完

全性より自明。Imd∗ = Kerδ1 は、[a] = d∗[c]に対
して上記の対応により δ1a = dbであるから成立す
る。Imδ2 = Kerd∗ は、まず b ∈ Zp−1

d (B) とすると
δ2b = cは図の可換性より dc = 0。また db = 0及び
δ1 の単射性より対応する aは 0。次に d∗[c] = 0と
すると、cに対応する b ∈ Bp−1が何か考える（δ2の
全射性よりこれは必ずある）。0 ∈ Hp

d (A)の代表元
a = dy (y ∈ Ap−1)が対応するとすると、b = δ1yが
対応するように思うが、δ2b = 0である。つまり対応
する bは δ2の全射性からくる不定性よりくる。つま
り b ∈ Zp−1

d (B)であれば δ−1
1 db = 0であり、δ2b = c

である。
以上のことから完全であることが分かる。

4 多様体への応用
多様体M に対しまず次の仮定を置く。
M は有限個の連結で可縮なM の部分多様体Mα

が被覆になっている。つまり

M = ∪
α
{Mα}
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であるとする。これは例えば、各点 pでの ε球を被
覆Mp とすればいい。特にM がコンパクトであれ
ば有限個に落とせる。
この時 M 上の p 次閉形式 (p ̸= 0) ω (dω = 0)

に対し、ω の Mα への制限 ωα = ω|Mα はまた閉
形式。Mα の可縮性より Hp(Mα) = 0。よってある
θα ∈ Ωp−1(Mα) があって

ωα = dθα

次にMα∩Mβ = Øとすると、その上で ωα = ωβ。
よって θα − θβ は閉形式。
ここでさらに任意の α, β に対し、Mα ∩Mβ が可
縮であると仮定すると、ある θαβ があって

θα − θβ = dθαβ

さらにMα ∩Mβ ∩Mγ = Øであるとすると、

d(θαβ + θβγ − θαγ)= (θα−θβ)+(θβ−θγ)−(θα−θγ)

= 0

なので θαβ+θβγ −θαγは閉形式。よってMα∩Mβ ∩
Mγ が可縮であるとすれば

θαβ + θβγ − θαγ = dθαβγ

なる θαβγ が存在する。
さらにMα0 ∩Mα1 ∩Mα2 ∩Mα3 ̸= Øであり、そ
れが可縮であるとする。この場合も同じように

dθα1α2α3
− dθα0α2α3

+ dθα0α1α3
− dθα0α1α2

= 0

よって θα0α1α2α3 があり

dθα0α1α2α3
=

3∑
i=0

(−1)iθ i
∨

α0···α3

と書ける（ i
∨は i番目の添え字がないことを意味す

る。よって添え字は 3個である）。
一般的にはMα0 ∩Mα1 ∩ · · · ∩Mαp ̸= Øであると
しそれが可縮であれば、

p∑
i=0

(−1)idθ i
∨

α0···αp

= 0

なので、ある θα0···αp
があって

dθα0···αp =

p∑
i=0

(−1)iθ i
∨

α0···αp

となる。
次の節で、ここまでのことをトポロジーの言葉で
表すが、これは 2つの完全系列が考えられる。

4.1 チェックコホモロジー
まずは

0 Ωp(M) ⊕
α
Ωp(Mα) ⊕

(α,β)
Ωp(Mα ∩Mβ)

⊕
(α,β,γ)

Ωp(Mα ∩Mβ ∩Mγ) · · ·δ

δ=−// δ=·|Mα // //

δ

��
//

のチェイン複体が見てとれる。δは

δ : ⊕
(α1···αn)

Ωp(
n
∩
i=1

{Mαi
}) → ⊕

(α0···αn)
Ωp(

n
∩
i=0

{Mαi
})

であり、θ = ⊕
(α1···αn)

θα1···αn に対して

δθ = ⊕
(α0···αn)

(δθ)α0···αn

= ⊕
(α0···αn)

[
n∑

i=0

(−1)iθ i
∨

α0···αn

]

である（δ2 = 0は明らかであろう）。
このチェイン複体は完全系列であることが分かる。
まず θ = ⊕

(α0···αn)
θα0···αn

に対して δθ = 0 であるとす
ると

δθ = ⊕
(αα0α1···αn)

[
θα0···αn

−
n∑

i=0

(−1)iθ i
∨

αα0···αn

]
= 0

よって

θα0···αn =

n∑
i=0

(−1)iθ i
∨

αα0···αn

.

この時、1の分割 {ρα} (
∑

α ρα = 1)を使って

θα1···αn
=
∑
α0

ρα0
θα0···αn
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と置き、θ́ = ⊕
(α1···αn)

θα1···αn と置くと

δθ́ = ⊕
(α0···αn)

(δθ́)α0···αn

= ⊕
(α0···αn)

[
n∑

i=0

(−1)i
∑
α

ραθ i
∨

αα0···αn

]

= ⊕
(α0···αn)

[∑
α

ρα

n∑
i=0

(−1)iθ i
∨

αα0···αn

]

= ⊕
(α0···αn)

[∑
α

ραθα0···αn

]
= ⊕

(α0···αn)
θα0···αn

= θ.

従って完全系列である。このチェイン複体のコホモ
ロジー群をチェックコホモロジーという。
今は各Mα0

∩ · · · ∩Mαn
が可縮と仮定しているの

で、ド・ラーム複体としても完全系列である。よっ
てこれは縦（ド・ラーム）と横（チェック）のどちら
に対しても完全である。これは考えを進めるとド・
ラームの定理を導くが、それは後述する。

4.2 Mayer-Vietoris系列
次に、最初の部分だけ考える。つまりここでは

Mα,Mβ の 2つの部分多様体についての議論のとこ
ろを考える。またMα ∩Mβ は可縮である必要はな
く、Mα ∪Mβ = M である。つまり、ここでは
0 Ωp(M) ⊕

α,β
Ωp(Mα) Ωp(Mα ∩Mβ) 0// δ=·|Mα// δ=− // //

の系列を考える。最初の δ = ·|Mα
は明らかに単射

である。また θαβ ∈ Ωp(Mα ∩Mβ)に対して、1の分
割を使って

(ρβθαβ ,−ραθαβ) ∈ ⊕
α,β

Ωp(Mα)

とすればこれが θαβ に行くのは明らかなので全射で
ある。即ち、この系列は短完全系列である。この完
全系列をMayer-Vietoris系列という。従って、コホ
モロジー群を考えれば、コホモロジーの完全系列が
得られる。即ち

...
...

...

Hp
d (M) ⊕

α,β
Hp

d (Mα) Hp
d (Mα ∩Mβ)

Hp−1
d (M) ⊕

α,β
Hp−1

d (Mα) Hp−1
d (Mα ∩Mβ)

...
...

...

δ // δ //

δ// δ //

d∗

WW

d∗

WW

d∗

YY

である。この完全系列もMayer-Vietoris系列とい
う。これをいろいろな多様体に応用すれば色々な多
様体のコホモロジーが計算出来る。それは次の節で
見ることにする。

5 簡単な例でのコホモロジーの計
算

Mayer-Vietoris 系列を使っていろんなコホモロ
ジーを計算する。まず

Dn := {x2
1 + · · ·+ x2

n < 1}

Sn−1 := {x2
1 + · · ·+ x2

n = 1}

と置く。それぞれ（n次元）球体、（n-1次元）球面
という。これらのコホモロジーを計算しよう。まず
Dn は明らかに 1点に可縮なので

Hp(Dn) =

{
R : p = 0

0 :他 　

が分かる。Sn−1 はMayer-Vietoris系列を考えれば
分かる。まず Sn−1 を x1 > −εと x1 < εの 2つの
領域に分ける。それぞれを U1, U2とすると、これら
は明らかにDn−1 = {x2

2 + · · ·+ x2
n < 1}の領域に変

形できる。また U1 ∩U2は x1 = 0の Sn−2に変形で
きる。よって次の系列になる。
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...
...

...

H1(Sn−1) H1(Dn−1)⊕H1(Dn−1) H1(Sn−2)

H0(Sn−1) H0(Dn−1)⊕H0(Dn−1) H0(Sn−2)

// //

// //

d∗

YY

d∗

YY

ここで n = 2 の場合、即ち S1 の場合を考える。
S1上の関数は周期関数でないといけない。よって 0

次は定数がコホモロジー群の代表元である。また 1

次の場合は、S1 の座標を θで表し θ = 0と θ = 2π

を同一視することにする。この時 ω ∈ Ω1(S1)を周
期関数 f(θ)を用いて ω = f(θ)dθと書き（dθは完全
形式ではないことに注意）、a =

∫ 2π

0
f(θ)dθ と置け

ば ω − a
2πdθ は完全形式となる。実際これを積分す

れば周期関数が得られ、従って Ω0(S1)の元である。
従ってH1(S1) = Rである。まとめると

Hp(S1) =

{
R : p = 0, 1

0 :他

となる。
またDn はDn ∼ Rn より

Hp(Dn) =

{
R : p = 0

0 :他

なのでMayer-Vietoris完全系列より、帰納的に

Hp(Sn−1) =

{
R : p = 0, n− 1

0 :他

が分かる。
（ここで一つ注意。任意の多様体 M に対して、

H0(M)は簡単に計算出来る。まず、M が連結であ
るとする2。この時、M 上の関数 f ∈ Ω0(M)が定
数値関数でないとすると、df ̸= 0なる点が存在する
ことになるので、f ∈ Z0(M)であるならば、f は定
数値関数となる。よってH0(M) = Rである。後は

2多様体においてはM が連結であるとは、M の任意の 2点 a, b
に対して、a, bを繋ぐ道、l : I = [0, 1] → M, l(0) = a, l(1) = b
が存在することと思ってよい。M が連結でないならば、M はい
くつかの連結な部分多様体Mi の和集合である。各Mi をM の
連結成分という。

一般的にM が連結でない場合にも、M の連結成分
の数を a とすれば、H0(M) = Ra となることが分
かる。）
次に Rn からいくつか点をくり抜いたもの。まず

1点だけくり抜いたものは明らかに Sn−1 を変位レ
トラクトとして取れる。よってコホモロジー群は
Hp(Sn−1)に等しい。Rnから 2個の点をくり抜いた
ものは Sn−12個を 1点でくっつけたものに変形出来
る（つまり変位レトラクト）。よってMayer-Vietoris

系列は
...

...
...

Hn−1 R2 0
...

...
...

H0 R2 R
ここで 2,3列の ...の部分は 0である。またH0 = R
よりH0 = R, Hn−1 = R2, 他 = 0となる。m個の
点をくり抜いたものは明らかに Sn−1をm個 1点で
くっつけていったものに変形出来る。それを Amと
書くとするとMayer-Vietoris系列は

...
...

...
Hn−1 Hn−1(Am−1)⊕ R 0

...
...

...
H0 H0(Am−1)⊕ R R
となるので、H0(Am) = R、Hn−1(Am) = Rm、
他 = 0となる。
さらにちょっとだけ一般化して Sλ1 , Sλ2 , · · · , Sλm

を 1点で貼り付けていったものをAmとすると (λi ̸=
0）

...
...

...
Hλm(Am) Hλm(Am−1)⊕ R 0

...
...

...
H0(Am) H0(Am−1)⊕ R R
ここで 1列目はHp(Am)の列で、2列目は表示して
いる部分以外はHp(Am−1)で、3列目は 0次以外は
0である。よって帰納的にH0(Am) = R,H1(Am) =

RC1 ,H2(Am) = RC2 , · · · となる。ここで Ci は
λ1, λ2 · · ·λm の中で iに等しいものの数である。
こんな感じで計算出来る。
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6 ド・ラームの定理
ここでは、チェックコホモロジーの節での議論を
推し進めてみる。再びチェイン複体
0 Ωp(M) ⊕

α
Ωp(Mα) ⊕

(α,β)
Ωp(Mα ∩Mβ)

⊕
(α,β,γ)

Ωp(Mα ∩Mβ ∩Mγ) · · ·δ3

δ1=−// δ0=·|Mα// //

δ2

��
//

を考える。各Mα ∩Mβ ∩ · · · は可縮であると仮定
する。ここで記号を簡単にするため

⊕
n
Ωp := ⊕

(α1,··· ,αn)
Ωp(

n
∩
i=1

Mαi
)

と書く。θ = ⊕
n
θα1···αn ∈ ⊕

n
Ωp に対して、外微分を

dθ = d( ⊕
(α1··· )

θα1···)

=: ⊕
(α1··· )

dθα1···

で定義する。この時 (⊕
n
Ωp, d)はチェイン複体になる。

また、これはチェックコホモロジーの δ と可換。つ
まり dδ = δdである。即ち d, δは互いにチェイン写
像になっている。
ここで、

Kerδpn := {θ : δθ = 0, θ ∈ ⊕
n
Ωp}

と書くことにすると、dと δの可換性よりd(Kerδpn) ⊂
Kerδp+1

n なので、(Kerδ∗n, d)はチェイン複体になって
いる。よって (⊕

n
Ω∗/Kerδ∗n, d)もチェイン複体である。

このことから

0 → ⊕
n−1

Ωp/Kerδpn−1
δ→ ⊕

n
Ωp δ→ Kerδpn+1 → 0

の完全系列、及びコホモロジーの完全系列
...

...
...

Hp
d (⊕
n−1

Ωp/Kerδpn−1) Hp
d (⊕

n
Ωp) Hp

d (Kerδpn+1)

...
...

...

δ // δ //

d∗
XX

d∗aa

が得られる。この時、[ω] ∈ Hp
d (Kerδpn+1)とする

と、d∗[ω]の対応は代表元で考えるとω → δ−1dδ−1ω

である（δ−1dδ−1ω はもちろん 2つ目の δ が単射で

はないので、一般には集合である）。完全系列なの
で 1つ目の δが単射なので、ω → dδ−1ω（これも集
合）の対応を考えられる。ω ∈ Zp

d (Kerδpn+1)なので
dω = 0。よって図式の可換性よりdδ−1ω ⊂ Kerδp+1

n 。
従ってそのコホモロジーを考えると

[ω] ∈ Hp
d (Kerδpn+1) → [dδ−1ω] ∈ Hp+1

d (Kerδp+1
n )

の対応が考えられる3 。この対応を jと書くとする。
これは実際に 1価写像である。なぜなら δ−1の不定性
はKerδpnから来るので、d(Kerδpn) = Bp+1

d (Kerδp+1
n )

であり、[ω]の代表元の選び方から来る不定性は dλ

（λ ∈ Kerδp−1
n+1）から来るので、図式の可換性より

δ−1dλの任意の元は、ある a ∈ ⊗
n
Ωp−1（δa = λ）と

b ∈ Kerδpn があって da + b と書けるので dδ−1dλ ⊂
Bp+1

d (Kerδp+1
n ) となるので不定性はなくなる。

この jを使ってH0
d(Kerδ0p+1)からHp

d (Kerδp1)へ移
してき、最後に δ0 = ·|Mα

の単射性でHp(M)へ移せ
ば、結局H0

d(Kerδ0p+1)からHp(M)への対応を考え
ることが出来る。この時この対応が全単射、即ち各 j

が全単射であることが示せる。全射性はMα∩· · · の
可縮性よりどんな元も引き戻せることから。単射性
はHp+1

d (Kerδp+1
n )の 0の代表元は、dx（x ∈ Kerδpn）

であり、δx = 0であるから。
以上のことから

Hp(M) ≃ H0
d(Kerδ0p+1)

の同型が成り立つ。即ちド・ラームコホモロジーと
チェックコホモロジーの同型である。これをド・ラー
ムの定理という。

7 多様体の分割
コンパクト多様体M に対して、M 上の関数

f : M → R

を考える。f の微分 df が孤立した 0 点のみを持つ
とする。この時 0点はM のコンパクト性より有限

3この時 [dδ−1ω]は一般には 0ではない。δ−1ω が Kerδpn の
元（正確には部分集合）ではないからである。
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個であることが分かる。各 df の 0点（臨界点とい
う）p ∈ M に対し、f(p)を小さい順に並べて番号
を付ける。即ち p1, p2, p3, · · · , pk が df = 0であり、
f(p1) ≤ f(p2) ≤ · · · ≤ f(pk)とする。この時M の
開被覆 {Mi}として、Mi ∩Mj ̸= Ø ⇔ i − j = ±1

であるように取る。また、各Mi は df の 0点の内、
pi のみを含むとする。
次に、十分小さい ε > 0を取って Rの開集合

(f(pi)− ε, f(pi) + ε)

をとる。この f−1 の像をMε
i とする。Mi は”値”が

f(pi)より大きいものを−df で、小さいものを df で、
それらをベクトル場としてMε

i へ変形出来る。
各Miに対して考える。まず各 piでのテンソル場

∂2f :=

(
∂2f

∂xi∂xj
dxi ⊗ dxj

)
が ∂2f(pi) ̸= 0とする。この時適当に座標を取れば、
pi の近傍において

f = f(pi)− x2
1 − x2

2 − · · · − x2
λ + x2

λ+1 + · · ·+ x2
n

となる。ただし pi の座標を原点にとった。

x2
1 + · · ·+ x2

λ =: x2

x2
λ+1 + · · ·+ x2

n =: y2

と置くと、Mε
i は

−ε ≤ −x2 + y2 ≤ ε

の範囲になる。これは下図に対応する。

pi

Mε
iMε−

i Mε−
i

x

y

図の点線の円は、この piの近傍での座標系 xが取れ
る範囲とする。εを十分小さく取れば、上図のよう
に取れる。Miの、その値が f(pi)− εより小さい部
分をMε−

i とすると、上図のように明らかにMε−
i に

x2 ≤ ε, y2 = 0

の部分を貼り付けたものはMiに変形出来る（Mε−
i

にその部分を貼り付けたものは、Mi に変形する際
に臨界点を持たないから）。貼り付けた部分は明らか
にDλ = {x2

1 + · · ·+ x2
λ < 1}と同じホモトピー型を

持つ（変形出来るという意味）。つまりMi はMε−
i

にDλを貼り付けたものに変形出来る。Miと貼り付
けた Dλ の共通部分（貼り付けた部分）は Dλ の境
界で、∼ Sλである。このMiにDλを貼り付けたも
のを

Mε−
i ∪

Sλ−1
Dλ

と書くことにする。
一方でMε−

i は、Mi−1 の f(pi−1) + έより大きい
値を持つ部分にまで変形出来る。このことからM は
Dλをどんどん貼り付けていったようなものに変形出
来る。特にM1 は臨界点を 1つも含まないM0 にあ
るDλを貼り付けたもの。M のコンパクト性より f

の最小値がある。M0はその点まで −df で変形して
いける（M0 ∼ 1点）。よってこの時、M は 1点D0

にDλ を貼り付けていったものとみなせる。つまり

M ∼ D0 ∪
Sλ1−1

Dλ1 ∪
Sλ2−1

Dλ2 ∪
Sλ3−1

· · · ∪
Sλk−1

Dλk

となる。
以上のことからコンパクト多様体M のコホモロ
ジー群が計算出来る。まず、

Am ∼ D0 ∪
Sλ1−1

Dλ1 ∪
Sλ2−1

Dλ2 ∪
Sλ3−1

· · · ∪
Sλm−1

Dλm

と置くと、Am−1∼Am ∪
Sλm−1

Dλm であり、共通はSλm−1

のホモトピー型なので、Mayer-Vietoris系列は
...

...
...

Hλm(Am) Hλm(Am−1)⊕ 0 0

Hλm−1(Am) Hλm−1(Am−1)⊕ 0 R
...

... 0

H0(Am) H0(Am−1)⊕ R R
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となる。H0(Am) = Rより、Am のコホモロジー
群はAm−1のそれに対し、λm次が 1次元上がるか、
λm − 1次が 1次元下がるかのどちらかである。特に
D1を貼り付けたものは 1次が 1上がるのが分かる。
以上に議論により明らかに不等式

dimHi(M) ≤ Ci

が成り立つ。ここにCiは λm = iであるmの数（臨
界点の数）である。これをMorseの不等式という。

8 オイラー数
チェイン複体 (A, d)が有限列

0 → A0 d→ A1 d→ · · · d→ Ap d→ · · · d→ An → 0

であるとする。コホモロジー群Hp(A)に対し

χ(A) :=

n∑
p=0

(−1)p dimHp(A)

をAのオイラー数という。また bp := dimHp(A)を
ベッチ数という。特に多様体M のオイラー数は

χ(M) :=

n∑
p=0

(−1)p dimHp(M)

である。
次に各 Ap が有限次元であるとする。Ap の直和
分解

Ap = Kerdp ⊕Ap/Kerdp

また、d : Ap/Kerdp → Bp+1(A) = Imdpは同型。及
び Kerdp ≃ Hp(A)⊕Bp(A)であるので

Ap ≃ Hp(A)⊕Bp(A)⊕Bp+1(A)

従って

χ(A) =

n∑
p=0

(−1)p dimAp

となる。

ここまでの例からいろんな多様体のオイラー数を
計算出来る。例えば

M ∼ D0 ∪
Sλ1−1

Dλ1 ∪
Sλ2−1

Dλ2 ∪
Sλ3−1

· · · ∪
Sλk−1

Dλk

を計算出来る。

Am ∼ Am−1 ∪
Sλm

Dλm

の時、

χ(Am) = χ(Am−1) + (−1)λm

が分かる。従って λm = iであるmの数を Ci と置
くと

χ(M) =
∑
i=0

(−1)iCi

となる。

9 Hodgeの分解定理
境界のない向きのついたコンパクト多様体M が
計量 gを持つとする。ω ∈ Ωp(M)とした時、

ω =
∑

i1<···<ip

ωi1···ipdx
i1 ∧ · · · ∧ dxip

に対し、Hodge作用素 ∗ : Ωp(M) → Ωn−p(M)を

∗ω :=
∑

i1<···<ip
ip+1<···<in

√
|g|εi1···ipip+1···inω

i1···ipdxip+1∧ · · · ∧ dxin

で定義する。ここで、添え字の上げ下げは計量 gijで
下げ、その逆行列 gij で上げる。また g = det gij で
ある。よって g > 0であれば

∗∗ = (−1)p(n−p) : Ωp(M) → Ωp(M)

である。以下では g > 0であるとする4。
α, β ∈ Ωp(M)、に対し、内積を

⟨α|β⟩ :=
∫
M

α ∧ ∗β

4g < 0 の場合には ∗∗ = (−1)p(n−p)+1 となる。
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で定義する。これにより Ωp(M)は内積空間になる。
dはΩ∗(M)上の線形作用素なのでその双対が考えら
れる。α ∈ Ωp−1(M)、β ∈ Ωp(M)とすると、

d(α ∧ ∗β)= dα ∧ ∗β + (−1)p−1α ∧ d ∗ β

= dα ∧ ∗β − (−1)np−n+1α ∧ ∗(∗d ∗ β)

ここで

δ := (−1)np+n+1 ∗ d∗ : Ωp(M) → Ωp−1(M)

とすると（g < 0の場合にはこの−1倍で定義する）、

d(α ∧ ∗β) = dα ∧ ∗β − α ∧ ∗δβ

これをM 上で積分すると、∫
M

dω = 0より、

⟨dα|β⟩ = ⟨α|δβ⟩

となる。この δが dの双対である。ここで δは明ら
かに δ2 = 0である。よって (Ω∗(M), δ)もチェイン
複体になっている。
次に

D := d+ δ

と置くと

D2 = dδ + δd

=: □

となる。□ をラプラシアンという。D と □ の双対
D∗、□∗ は明らかにD∗ = D、□∗ = □。よってド・
ラーム複体は（付録 Aを参照）

Ωp(M) = Im□⊕ (Im□)
⊥

= Im□⊕Ker□

よって ω ∈ Ω∗(M)は

ω = (dδ + δd)α+ ω0

= dω1 + δω2 + ω0

の形で書ける。ここで ω0 ∈ Ker□であり

ω1 = δα, ω2 = dα

とおいた。上の直和分解は直交分解でもあったので、
また dω1 ⊥ δω2 より Hodgeの分解

Ω∗(M) = Ker□⊕ Imd⊕ Imδ

が得られる。
さらに ω ∈ Ker□とすると

⟨dω|dω⟩+ ⟨δω|δω⟩ = ⟨(dδ + δd)ω|ω⟩

= 0

よって dω = δω = 0。これから

Ker□ = Kerd ∩Kerδ

が得られる。
ここでさらに

Ker□ ≃ H∗(M)

が示される。証明は→の全単射性を示せばよい。単
射性は ω, ώ ∈ Ker□で、これらが同じコホモロジー
類、つまり ω − ώ = dθであるとすると、Hodgeの
分解より dθ = 0、つまり ω = ώ。全射性は ω =

ω0 + dω1 + δω2 の分解より

dω = 0 ⇒ 0 = ⟨dω|ω2⟩

= ⟨dδω2|ω2⟩

= ||δω2||2

なので、ω = ω0 + dω1, (ω0 ∈ Ker□)となり、よっ
て [ω] = [ω0]に対し ω0 ∈ Ker□と対応する。
また、Mに対するこの条件のもとでは、Hp(M) ≃

Hn−p(M)が容易に分かる。それは ∗がその対応を与
えること、Hodgeの分解、などに注意しながらちょっ
と考えたら分かる。
この対応 Hp(M) ≃ Hn−p(M)、及び Mayer-

Vietoris系列を用いれば、さらに色々な具体例を計
算するのに役立つ。
まず、2次元トーラス T 2 = S1 × S1 を考えよう。
これは要するに浮輪の形である。T 2は 2つのチュー
ブで被覆でき、それぞれのチューブは∼ S1であり、
共通部分は ∼ S1 ∪ S1 なので

H∗(T 2) → H∗(S1)⊕H∗(S1) → H∗(S1 ∪ S1)
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の系列を考えればよく、簡単な考察から

Hp(T 2) =


R : p = 0, 2

R2 : p = 1

0 :他

となる。
これを一般化して、穴が g個あいた浮輪の表面（2

次元）Σg のコホモロジー群を計算する。
1 2 3 g· · ·

これは、まずチューブに D1 = I をくっつけて変形
して”かじられた”浮輪”を作る。これを A1 と置く。
これにさらに D1 をつけて変形し、さらに D1 をつ
けて変形すれば、”かじられた” Σ2 が出来る。これ
をA2と置く。このように”かじられた”Σm−1 にD1

を 2回つけて変形するということをすれば、”かじ
られた”Σmが作れる。これをAmと置く。これは作
り方から、Am ∼ Am−1 ∪

S0
D1 ∪

S0
D1 となる。まず、

A1 ∼ S1 ∪
S0

D1 は 0次が Rで、1次が R2 で、他は
0であるのが分かる。後は帰納的に Am は 0次が R
で、1次が R2mで、他は 0であるのが分かる。後は
Σg ∼ Ag ∪

S1
D2となるので、Σg のコホモロジー群の

0次と 2次が等しくなることから、

Hp(Σg) =

{
R : p = 0, 2

R2g : p = 1

と求まる。よってオイラー数は χ(Σg) = 2 − 2g と
なる。

10 写像度
まず、言葉の定義から始める。n次元多様体M,N

に対し、M からN への滑らかな写像があるとする。
それぞれの局所座標系を x, y (y = y(x))と書いた
時、p ∈ M での変換行列

∂y

∂x
(p) =

(
∂yi

∂xj
(p)

)
ij

の行列式の値が ̸= 0の時、pは正則点であるという5。
φ(p) = q とした時、φ−1(q)の点が全て正則点であ
る時、qは正則値という。pが正則点でない時、pを
臨界点といい、qが正則値でない時、qを臨界値とい
う。この時、サードの定理は次のように述べられる
（証明は省略する）。即ち、臨界点からなる集合 Cは
測度 0である。平たく言えば、C は、n次元体積が
任意の正の数 εより小さい領域で囲むことが出来る
ということ。
以上を踏まえて、以下で写像度の話をする。境界
のない向きのついた n次元多様体M,N に対し、滑
らかな全射

f : M → N

があるとする。またM がコンパクト、N が連結で
あるとする。y ∈ N を正則値とし y の逆像 f−1(y)

（これは点集合となる。またM のコンパクト性より、
高々有限個の点からなる）の任意の点を xとする。ま
た yを含む連結な開集合 U に対し、f−1(U) が連結
な開集合の族 {Vx}x∈f−1(y) (Vx ∩Vx́ = ø, x ̸= x́) に
等くなるようにU を選ぶ。このようにすると、各 Vx

はU と微分同相である。この時、U と Vxが同じ向き
であるとすれば+1、向きが同じでない（逆向きとい
う）であれば−1とカウントし（これを f の xでの符
号といい、signfxと書く）、全ての x ∈ f−1(y)につ
いて足し上げたものを deg fy と書き、f の yでの次
数と呼んでおく（即ち deg fy =

∑
x∈f−1(y) signfx）。

実はこれは y の取り方によらない。ý を N の別の
正則値とし、y と ý を繋ぐ道 l上の各点 p上で、開
集合 Up(∋ p)を U と同じ条件を満たすように選ぶ。
f−1(Up) = {Vx,p}x∈f−1(p) とした時、Vx = Vx,y か
ら Vx́,ý （x́は f−1(ý) の元で、f−1(l)の xを含む連
結成分の xとは別の端点とする）まで f−1(l)に沿っ
て座標変換して辿っていけば、Vx と Vx́,ý が同じ向
きであることが分かる。よって signfx = signfx́ と
なり、deg fy = deg fýとなる。yに依存しないので、
これを f の写像度といい、deg f と書く。

5この時 pの適当な近傍では xと y との 1対 1の対応付けが
可能である。
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ここで ω ∈ Ωn(N)に対し、f∗ω ∈ Ωn(M)の Vx

上の積分は ∫
Vx

f∗ω = signfx

∫
U

ω

となり、よって∫
f−1(U)

f∗ω = deg f

∫
U

ω

となる。N の 1の分割 {ρα, Uα}を使えば、∫
f−1(Uα)

f∗(ραω) =

∫
M

f∗(ραω)

= deg f

∫
Uα

ραω

= deg f

∫
N

ραω

よって αについて足し上げれば、∑
α

∫
M

f∗(ραω) =

∫
M

f∗

(∑
α

ραω

)

= deg f

∫
N

ω

即ち ∫
M

f∗ω = deg f

∫
N

ω

となる。
f が全射でない場合には f(M)の次元は一般に n

より小さくなるが、その場合には deg f = 0と定義
する。こうすれば、上の結果は f が全射でない場合
にも成立する。
さらにM,N を上の条件を満たすとし、さらにN

がコンパクトでW が境界のない向きのついた n次元
多様体とした時、g : N → W とすると、ω ∈ Ωn(W )

に対して

deg(gf)

∫
W

ω =

∫
M

(gf)∗ω

=

∫
M

f∗(g∗ω)

= deg f

∫
N

g∗ω

= deg f deg g

∫
W

ω

よって

deg(gf) = deg g deg f

となる。
さらに deg f はホモトピー不変量であることも示
せる。それにはまず、少しいくつかの定義をする必
要がある。多様体M の x ∈ M での接ベクトル TxM

を、x ∈ Mでの v ∈ Γ(TM)（v(x)）全体からなる集
合とする。よって TxM はベクトル空間となる。この
時、m次元多様体M から n次元多様体N への滑ら
かな写像 f : M → N に対し、上で与えた変換行列は
接ベクトル TxM から Tf(x)N への線形写像を定義す
る。これを dfxと書く（即ち dfx : TxM → Tf(x)N）。
M の各点全体にわたってこれを定義すれば、これは
f の共変関手であり、押し出しといい、f∗ と書く。
即ち f∗ : TM → TN である。この時、dfx が全射
でない全ての点 x ∈ M の集合を C と書き、これを
臨界点の集合、f(C)を臨界値の集合という。また全
射である点全体の集合を f の正則点の集合といい、
それの f の像を正則値の集合という。これはm = n

の時、上で定義した言葉と一致する。この場合にも
サードの定理は成立する。
この時 f : M → Nに対し、m ≥ nの時、y ∈ Nが
正則値ならば f−1(y)はMのm−n次元の滑らかな部
分多様体となる。直観的には点x ∈ Mから f(x) ∈ N

が動かない方向（それは接ベクトルの退化する成分
への方向である）への自由度が dimKerdfx = m−n

次元分あることから分かると思う。言って見れば、そ
の自由度の分が f により退化する。
次にいよいよdeg fがホモトピー不変量であること
を示す。まず、M,N を最初に与えた条件を満たす多
様体とし、f, g : M → Nがホモトープであるとする。
φ : I ×M → N をホモトピーとし、φ0 = f, φ1 = g

とする。この時N の正則値 yに対し、φ−1(y)は 1次
元多様体となる。φ−1(y) は (1)閉じた円になるか、
(2)端点が I ×M の両端のM についてるか、(3)片
方のM についてるかのいづれかである（下図参照）。
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(1)

(2)

(3)

{0} ×M {1} ×MI ×M (→)

(1)の場合には問題ない。(2)の場合には signfxはど
ちら側のM に対しても等しい。(3)の場合には、一
方の端（xとする）で（I×M の中で）Vx ⊂ M の向
きを決めると、φ−1(y)をもう一方の端まで向きを付
けながら辿っていけば、もう一方の端（x́とする）で
は Vx́ ⊂ M の向きが逆向きになってることが分かる。
よってそこでは符号が逆になる。従って、符号を足し
上げれば打ち消しあう。以上のことから、後は deg f

は {0} ×M での符号の和であり、deg gは {1} ×M

での符号の和となることから、deg f = deg g が分
かる。

11 物理的な微分形式への応用
この節では”物理的な”微分形式を考える。物理的
なという意味は、直観的にいえば物理で通常使う”

無限遠方で恒等的に 0に近づく”という仮定である。
これを定式化すると、M が一般にはコンパクトでな
い場合に（コンパクトであればこれまでの微分形式
で十分である）、ω ∈ Ωp(M)、および ωの任意回数
微分したものも、恒等的に 0に近づき、さらにそれ
らの積もそうであるとする。0への近づき方はM の
任意の p次元の（一般には有界ではない）部分多様
体N 上での積分が有限の値を取るような振る舞いを
するものとする。少々冗長な定義であるが、このよ
うなものに制限したものがだいたい物理的な微分形
式と一致する。物理的な p次微分形式全体からなる
Ωp(M)の部分集合をΩp

ph(M)と書くことにする。数
学では簡単に”コンパクト台を持つもの”として定義
するが、ここでの定義はそれより若干ゆるい条件で
ある。物理では扱う関数は必ずしもコンパクト台を

持たないからである。しかし、Ωp
ph(M)には多くの

場合には属している。
この物理的なド・ラーム複体に対して、ホモトピー

T : Ωp
ph(R×M) → Ωp−1

ph (R×M)をM,Rの局所座
標を x, tで表して、

ω = ω1 + dt ∧ ω2 ∈ Ωp
ph(R×M)

に対して

Tω =

∫ t

−∞
dt · ω2 −

∫ t

−∞
e(t)dt

∫ ∞

−∞
dt · ω2

で定義する。ただし e(t) ∈ Ω0(R)であり、∫ ∞

−∞
e(t)dt = 1

とする。E(t) =
∫ t

−∞ e(t)dtと置く。この時

(dT + Td)ω1 = T

(
dt ∧ ∂

∂t
ω1 + dxi ∧ ∂

∂xi
ω1

)
=

∫ t

−∞
dt · ∂

∂t
ω1 − E(t)

∫ ∞

−∞
dt · ∂

∂t
ω1

= ω1

および

(dT + Td)dt ∧ ω2 = d

(∫ t

−∞
dt · ω2 − E(t)

∫ ∞

−∞
dt · ω2

)
+T

(
dxi ∧ dt ∧ ∂

∂xi
ω2

)
= dt ∧ ω2 +

∫ t

−∞
dt · dxi ∧ ∂

∂xi
ω2

−e · dt ∧
∫ ∞

−∞
dt · ω2

−E(t)

∫ ∞

−∞
dt · dxi ∧ ∂

∂xi
ω2

−
∫ t

−∞
dt · dxi ∧ ∂

∂xi
ω2

+E(t)

∫ ∞

−∞
dt · dxi ∧ ∂

∂xi
ω2

= dt ∧ ω2 − e · dt ∧
∫ ∞

−∞
dt · ω2

従って

(dT + Td)ω = ω − e · dt ∧
∫ ∞

−∞
dt · ω2
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を得る。2 つのチェイン写像 τ : Ωp
ph(R × M) →

Ωp−1
ph (M)、e : Ωp

ph(M) → Ωp+1
ph (R×M)を

τ · ω =

∫ ∞

−∞
dt · ω2

e · ω1 = e · dt ∧ ω1

と置くと、eHτH = 1となる。eH は明らかに単射な
ので、コホモロジー群の同型

Hp
ph(R×M) ≃ Hp−1

ph (M)

を得る。
ここでH0

ph(Rn) (n ≥ 1)は無限遠方で 0に近づく
定数値関数なので、それは0であるのでH0

ph(Rn) = 0

である。よって

Hp
ph(R

n) =

{
R : p = n

0 :他

となる。
明らかな性質として ω ∈ Ωn−1

ph (M)に対して、ス
トークスの定理は∫

M

dω = 0

となる。

12 超空間
Z2 階数づけされたベクトル空間

V = V + ⊕ V −

を超空間という。
積の定義された超空間でその元が、積により i, j =

±として

AiAj = Ai+j (i, j ∈ Z2)

と階数が保たれる時、超代数という。超代数 V の自
己準同型全体からなる集合 End(V )は

End+(V ) := Hom(V +, V +)⊕Hom(V −, V −)

End−(V ) := Hom(V +, V −)⊕Hom(V −, V +)

で Z2階数づけされる。これは分かりやすくいうと、
V の元 eを

e =

(
e+

e−

)

e± ∈ V ± で表せば、a ∈ End(V )は

a =

(
a++ a+−

a−+ a−−

)

で表される。ここで aji (i, j = ±)は Hom(V i, V j)

の元である。以下では簡単のため超代数といえば、
End(V )を表すとする。
超代数 A = A+ ⊕ A− の元 aに対し、a ∈ A+ の
時 |a| = 0。a ∈ A− の時 |a| = 1で階数を定義する。
この時、超交換子を a, b ∈ A± に対して

[a, b] = ab− (−1)|a||b|ba

で定義する。[a, b] = 0の時超交換するという。
超代数 Aに対し超トレース (S-trace)を

Str(a) :=

{
trA+(a)− trA−(a) : a even

0 : a odd

で定義する。ここで trA± はA±の元に対してトレー
スを取ったもの。上の行列表示でいえば Str(a) =

tra++ − tra−− である。Str([a, b]) = 0となる。
内積を持つ超空間 V = V + ⊕ V −に対し、線形写
像 T を

T : V + → V −

とする。T の双対（エルミート共役）は T ∗ : V − →
V + である。ここでD ∈ End(V )を

D := T + T ∗

=

(
0 T ∗

T 0

)

と置く。従って D∗ = D。よって KerD = KerD2

（付録 Aを参照）。
上で定義したDに対し、Dの指数を

indD := dimKerT − dimKerT ∗
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で定義する。
ここで

D2 =

(
T ∗T 0

0 TT ∗

)

が対角化出来るとする。D2 に対し、T ∗T の固有値
λに属する固有空間をH+

λ、TT ∗の固有値 λに属す
る固有空間をH−

λ と置く。すると λ ̸= 0の時、

H+
λ

T→ H−
λ

1
λT∗

→ H+
λ

が恒等写になることから、dimH+
λ = dimH−

λ とな
る。従って

Stre−tD2

= tre−tT∗T − tre−tTT∗

=
∑
λ

(dimH+
λ − dimH−

λ )e−tλ

= dimH+
0 − dimH−

0

= indD

となる。最後の等式は、KerD = KerD2 なので
KerT ∗T = KerT、KerTT ∗ = KerT ∗ より。

indD = Stre−tD2

をマッキーン・シンガーの定理という。
境界のない向きのついたコンパクト多様体M の
ド・ラーム複体は

Ωeven = ⊕
p:even

Ωp(M)

Ωodd = ⊕
p:odd

Ωp(M)　

により Z2 階数づけされる。またD = d+ δに対し

Deven/odd : Ωeven/odd → Ωodd/even

で階数づけすれば上述のことがそのまま適用出来る。
即ち

indD = Stre−tD2

= χ(M)

となる。

A 行列の話
内積の定義されたベクトル空間（内積空間）V に
対し、V 上の線形作用素を行列とみなして考える。
行列 T に対し、ω ∈ KerT ∗とすると（T ∗は T の双
対行列或いはエルミート共役とかいう。T t とか T †

とか）任意の α ∈ V に対し

0 = ⟨T ∗ω|α⟩

= ⟨ω|Tα⟩

よってω ∈ (ImT )
⊥。上の等式から逆も成り立つので

(ImT )
⊥
= KerT ∗(

ImT = (KerT ∗)
⊥
)

よって V の直交分解

V = ImT ⊕ (ImT )
⊥

= ImT ⊕KerT ∗

特に T ∗ = T の時

V = ImT ⊕KerT

である。ここでKerT ⊂ KerT 2は自明。逆も成り立
つ。ω ∈ ImT の時、Tω ∈ ImT なので、これがKerT

に入るには Tω = 0。よって ω ∈ Kerでもあり、上
の直交分解より ω = 0 でないといけない。よって
KerT 2 ⊂ KerT。つまり KerT = KerT 2 となる。

B 行列の指数
行列 T に対し

indT := dimKerT − dimKerT ∗

と定義する。この簡単な性質は

· indT = −indT ∗

· indTS = indT + indS

である。ここで S も行列。1つ目は自明。2つ目は

indTS = dimKerTS − dimKerS∗T ∗
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であり、

dimKerTS = dimKerS + dim (ImS ∩KerT )

より

indTS = dimKerS + dim (ImS ∩KerT )

− dimKerT ∗ − dim(ImT ∗ ∩KerS∗)

= dimKerS + dim(ImS ∩KerT )

− dimKerT ∗−dim
[
(KerT )⊥ ∩ (ImS)⊥

]
= dimKerS + dim(ImS ∩KerT )

+dim((ImS)⊥ ∩KerT )

− dim((ImS)⊥ ∩KerT )

− dimKerT ∗−dim[(KerT )⊥ ∩ (imS)⊥]

= dimKerS + dimKerT

− dimKerT ∗ − dim(ImS)⊥

= indS + indT

より示された。
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