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1 INTRODUCTION

この noteの目的は電磁気学の概観を説明することである。本 noteを読まれるにあたり前提とする知識は、基本
的な解析学と力学の知識、それから”トポロジー”noteに書かれてる内容程度です（”ゲージ理論”note、”クリフォー
ド代数”noteの内容を理解しているとさらに理解がしやすいと思います）。この noteの趣旨について簡単に説明した
いと思う。まず、電磁気学の基本となるMaxwell方程式を導入することからはじめる。電磁気学で説明できる現象
はほとんどMaxwell方程式から導出できるからである。最初に注意点として述べておくが、この noteでは前半部分
（特殊相対性理論の章に入るまで）は、荷電粒子の運動はニュートン力学を基本として記述する。しかし、ニュート
ン力学の持つ空間の対称性とMaxwell理論の持つ空間の対称性とは異なる。簡単に言えば、物理法則が異なる慣性
系間で同じ（これを共変的であるという）であるということは、異なる慣性系の間の座標変換のもとで理論の基本
的な方程式等が同じ形でないといけないということを意味している。しかし理論が共変的であるためには、ニュー
トン力学は異なる慣性系の間はガリレイ変換によって座標変換されなければならないが、Maxwell理論はローレン
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ツ変換によって座標変換されなければならない。この理由により、従来のニュートン力学で電子の運動を記述する
ような場合には、慣性系をひとつ固定して考えざるを得ず、物理法則が慣性系の選び方によらないはずであるとい
う基本的な思想とそぐわない。ここで二通りの対処法が考えられる。即ち、ひとつはMaxwell理論に修正を加える
という方向と、ニュートン力学に修正を加えるという方向である。必然的にこのどちらかを取らざるを得ない。詳
しい説明は後に説明するので、結論を言えば、ニュートン力学に修正を加えるべきである。ニュートン力学をロー
レンツ対称性を持つように修正したものが特殊相対論である。即ち、電子の運動などの完全な記述は相対論によっ
てはじめてなされる。ニュートン力学ベースで力学を記述することは以上のことと相反するようであるが、必ずし
も間違いではない。それは相対論のある特殊な条件においては、ニュートン力学が近似理論として得られるからで
ある。電子の運動などをニュートン力学を基本として書いた時には、そのような近似が成り立つ状況を想定してい
ると思って欲しい。
次にこの noteのスタイルについて。多くの電磁気学の本では、初学者向けのためベクトル解析を基調とした記述
の仕方を取っているように思う。この noteでは、せっかく微分形式などを他の noteで説明しているので、出来る
だけそれらと連動させて説明していきたいと思う。従って読者は必要に応じて他の noteを参照されたい。
物理についても少し触れておこう。電磁場とは何であろうか？もちろん数学的に言い表すことは出来る。数学的
な言葉を用いるならば、電磁場とは U(1)ゲージ理論の接続形式（ゲージ場）であるといえる（詳しくは”場の量子
論”note参照）。しかしこれでは物理的な概念が持ちにくいと思う。我々が電磁場を直接的に認識することの出来る
最も身近な例は光であると思う。その他にも電磁気的な現象は身の回りにもありふれている。例えば身の回りにあ
る電気製品からは電磁場が放射されている。あるいは静電気や磁石なども電磁気的な現象である。赤外線通信に使
われる赤外線などのように通信にも多く利用されている。それらは全て電磁力学により扱うことが出来る現象であ
る。この noteでそれら全ての現象を取り上げて説明するようなことはしない。他の noteにも共通しているように、
理解を進めるための助けになるものとなるように心がけた。
さて、自然界には様々な現象があり、それらは様々な種類の相互作用によって説明される。しかし、それらはもと
をたどれば、基本的な 4つの相互作用に還元できることが知られている。強い力、電磁気力、弱い力、重力である。
これらは相互作用の強い順番に並べてある。電場や磁場といったものは、このうちの電磁気力に起因する物理現象
を説明する物理量である。後に説明するように、電場と磁場は統一され、電磁場というひとつの物理的対象として
記述される。電場と磁場は一方がもう一方の影のようなもので、切り離して考えることが出来ない。例えば、電場
しか存在しないような系を考えても、座標変換（これはローレンツ変換であるべきである）をして別の座標系で見
れば、一般に磁場が現れる1。重力とは違い、我々は電場や磁場を直接感知するほどの能力はそれほど持ち合わせて
いない。従って、それらの存在や振る舞いといったものは、例えば電子や磁石などの、電磁場と相互作用する物質
を介して間接的に知ることが最も有効なのである。以上のことを踏まえた上で以下で説明をしていきたいと思う。

2 Maxwell方程式
2.1 電場と磁場
電場や磁場は一般に「場」と呼ばれる物理量である。「場」とはひとことで言えば、空間の関数として表される物
理量のことである。電場も磁場もどちらもベクトルの形をしてお、電場はよくE(x) = (E1(x), E2(x), E3(x))（時に
(x)を省略して Eとだけ）書く。磁場はB = (B1, B2, B3)と書く。後に説明するが、電場はベクトル場（1-vector）
であるが、磁場は反対称 2階共変テンソル（2-vector）である。しかしここではこのことを意識する必要はない。こ
の点がはっきりしてくるまでベクトル解析の記述の仕方に従っていく。さて、電子などの電荷を持った物質は電場と

1注意されたいことは、このことは上述の「物理法則が慣性系の選び方によらないはずである」という物理学の基本的な思想とは矛盾しない
ということである。座標系をかえれば、当然ながら一般に現象の見え方は変わる。しかし、物理法則は変わっていない。電場と磁場が存在し、
それらと電子との相互作用を記述する基礎となる法則は同じであるからである。このことは共変性と呼ばれる。一般相対論において、この概念
はもっと広く拡張されて、一般共変性と呼ばれるようになる。ここでは趣旨と異なるのでこれ以上は割愛させてもらう。
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相互作用をする。電場を Eとし、電荷を持った物質の電荷を e、電場から受ける力を Fとすれば、これらの関係は

F = eE (1)

で与えられる。一方で電荷を持つ物質が磁場から受ける力 Fは、磁場Bとした時物質の運動する速度を vとすると

F =
e

c
v ×B (2)

で与えられる。後者は特にアンペール力と呼ばれる。言い方を変えると、以上が電場と磁場の定義である。もちろ
んこれには任意性が伴うが、基準とする電荷 eを定めれば電場も磁場も決定される。ここですでに光速 cが現れて
いるのに違和感を感じる読者は 1

cBをB に置き換えてやるとよい。その場合には光速 cをあらわに書くときには、
この noteと notationが異なることに注意しなければならない。
まとめると電場と磁場が存在する時の、電荷を持った質量mの物質のニュートンの運動方程式は

m
d2x

dt2
= eE+

e

c
v ×B (3)

となる。
次節以降において特に断らなければ、光速 c = 2.99792 · · · × 108[m/s]を 1とする単位系を取るものとする2。

2.2 クーロンの法則
2つの荷電粒子の間には力が働く。それぞれの電荷を e1, e2 とし、それらの間の距離を r とする。ある正の比例
定数 kに対して、力 F は

F = k
e1e2
r2

(4)

で与えられる。ここで力の方向は 2つの荷電粒子を結ぶ直線上にある。e1と e2が同符号であれば、離れる向きに、
異符号であれば引き合う向きに働く。力学の作用反作用の法則はここでも成り立っている。これがクーロンの法則と
呼ばれるものである。またこの力をクーロン力という。以下では簡単のために k = 1

4π となるように単位系をとる
ことにする。

2.3 ガウスの法則
さて、ガウスによれば、ある適当な閉曲面 S（Sに囲まれる領域をDとする）に対して、電場E（1-formと見な
す）の S に垂直成分を積分したものは、S に囲まれる領域内に存在する電荷の総和に等しい。即ち∫

S

∗E =

∫
D

d ∗E =

∫
D

∗ρ (5)

となる3 。ここで ρは電荷密度であり、∗はホッジ作用素である。Dは任意でよいので、

d ∗E = ∗ρ ( divE = ρ ) (7)

2この note を通して取っている単位系は自然単位系と呼ばれる。
3実用上以下の点に注意。境界を持つ、向き付け可能なコンパクトな n+ 1 次元多様体M に対して、ストークスの定理∫

∂M
ω =

∫
M

dω (6)

を用いて計算する際には、∂M の向きをきちんと定義しなければいけない。ここでは p ∈ ∂M に対して、TMp の正に向き付けられた基底
(v0, v1, · · · , vn) に対して、v1, · · · , vn ∈ T (∂M)p であり、v0 がM の外へ向かうベクトル場である時に、(v1, · · · , vn) を ∂M の向きとして
定義する。
ここでは 3 次元 Euclid 空間 E なので、E の向きを通常通りに正規直交座標系 (x, y, z) に取れば 3 次元領域 D の境界 ∂D の向きは右手系

（D の外向きベクトルを軸として反時計回り）に取ることになる。
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を得る。これをガウスの法則という。
例えば原点に電荷 eの荷電粒子がひとつだけ存在する場合を考える。この時、位置 xでの電場は (1)及び、(4)よ
り（1-formで書いて）

E =
1

4π

ex

|x|3
· dx (8)

で与えられることが分かる。従って原点を中心とする半径 |x|の球内の領域の、表面を S とすれば∫
S

∗E =
1

4π

∫
r2 sin θdθdϕ

e

r2

= e (9)

となる。また S が原点を含まない場合には∫
S

∗E =

∫
D

d ∗E ( =

∫
D

d3x divE )

= 0 (10)

となる。即ち

divE = eδ(x) (11)

である。従って実際にガウスの法則が満たされている。

2.4 アンペールの法則
閉曲線 C、C を境界に持つ曲面を S とする（∂S = C）。この時、C に沿った磁場の積分は S を通過する定常電
流（即ち時間に依存しない電流）の総和に等しい。即ち、磁場をB（1-form）、定常電流を i（1-form）とすると、∮

C

B =

∫
S

dB ( =

∫
S

rotB · ndS )

=

∫
S

∗i (12)

なる関係がある。C は任意の閉曲線でいいので、

dB = ∗i ( rotB = i ) (13)

となる。これをアンペールの法則という。
では定常電流でない場合にはどうなるか？を考えてみる。”幾何のお話”noteで説明した、電荷の保存則を復習して
みよう。その前にまず数学の復習として（”トポロジー”noteでも説明しているが、ここでもう一度説明しておく）、
境界のない向きのついたコンパクト多様体M に対して、ω ∈ Ωp(M)を

ω =
∑

i1<···<ip

ωi1···ipdx
i1 ∧ · · · ∧ dxip (14)

と書いた時、Hodge作用素 ∗ : Ωp(M) → Ωn−p(M)は体積要素を σとして

∗ω :=
∑

i1<···<ip
ip+1<···<in

σεi1···ipip+1···inω
i1···ipdxp+1 ∧ · · · ∧ dxin (15)
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で定義された。ここでテンソルの添え字の上げ下げは計量 gij 及びその逆行列 gij で行う。以下では時間と空間を含
めた 4次元空間で考えるので n = 4であり、また計量行列（ηµν と書く）は以下の利便性を考えて

ηµν =


−1

1

1

1

 (16)

と取ることにする（これは以下を読み進めていけば納得されるものと思う）。これの逆行列 ηµν も全く同じ行列と
なる。このように時間と空間を一緒にして扱った時、それらからなる計量

ds2 = ηµνdx
µdxν

= −dt2 + dx2 + dy2 + dz2 (17)

を持つ平坦な空間をミンコフスキー時空という。
また、”幾何のお話”noteで説明したように、時間成分と空間成分（ここでは空間成分は一般的に n次元としてお
く。従って時間と空間を含めた多様体M は n+ 1次元である）に分けて考える場合には、空間成分だけ考えた場合
の外微分を d、ホッジ作用素を ∗とし、時間成分まで含めて考えた場合の外微分を dM、ホッジ作用素を †という風
に区別して考えると便利である。ただし n次元での体積要素は、n+ 1次元での体積要素を用いて

σi1···in := σ0i1···in (18)

で定義してやるとよい。この時 †† = (−1)p(n+1−p)+1 : Ωp(M) → Ωp(M)である。ここで 1つ余計に −1が出てき
ていることに注意。計量が対角成分が全て+1の場合には det g = 1であったので n+ 1次元空間の場合には双対の
2乗が (−1)p(n+1−p)であるが、今は det η = −1であるために −1が余分に多く出てくることになる。∗を取る際に
は、第 0成分の添え字を含む場合には η00 = −1で添え字を挙げないようにしておく。従って ∗∗ = (−1)p(n−p)とな
る。ω ∈ Ωp(M)は

ω = ω1 + dt ∧ ω2 (19)

ω1 =
∑

0<i1<···<ip

(ω1)i1···ipdx
i1 ∧ · · · ∧ dxip (20)

ω2 =
∑

0<i1<···<ip−1

(ω2)0i1···ip−1dx
i1 ∧ · · · ∧ dxip−1 (21)

と書けるが、この ω1 に対して n+ 1次元のホッジ作用素を作用させた時

†ω1 =
∑

0<i1<···<ip
0<ip+1<···<in

σi1···inω
i1···ip
1 dxip+1 ∧ · · · ∧ dxin ∧ dt

= (−1)n ∗ ω1 ∧ dt (22)

となり、dt ∧ ω2 に対して作用させれば（上式からも導かれるが）

†(dt ∧ ω2) = − ∗ ω2 (23)

となる。ここで右辺の −は、左辺で双対を取る際に添え字を上げる時の η00 = −1からきている。
では電荷の保存則を復習しよう。微視的に見れば電流は電子の流れである。即ち i = ρuであることに注意しよ
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う。従ってカレント（1-formで書いて）J = i− ρdtに対し

d4 † J = d4(∗ρ− dt ∧ ∗i)

= dt ∧ (∂t ∗ ρ+ d ∗ i)

= dt ∧ dx ∧ dy ∧ dz(∂tρ+ divi)

= 0 (24)

ここで d4は時間と空間を合わせた 4次元空間での外微分、†は 4次元空間でのホッジ作用素である4 。従ってポア
ンカレの補題5より、d4 † F = †J なる 2-form †F が存在するのであった6 。さらに †F を時間成分と空間成分とに
分けて、

†F = ∗D+ dt ∧H (25)

と置けば、

d4 † F = d ∗D− dt ∧ (dH− ∂t ∗D)

= ∗ρ− dt ∧ ∗i

= †J (26)

となるのであった。以上のことと、前節のガウスの法則とアンペールの法則を見比べてみれば、定常電流の場合（即
ち物理量が時間 tに依存しない場合）には、(26)のDは電場 E、Hは磁場Bと見なすことが出来そうである。実
際に真空中においてはこの対応は正しい。では物質中ではどうであろうか？物質中に電荷 eの荷電粒子が存在する
場合、荷電粒子の周りの分子は荷電粒子の作る電場により分極する。この分極した分子により新たに電場が生じる。
従って単純に divE = eδ とはならない。しかし上式から分かるように divD = eδ は満たされている。この意味で
DとEは区別される。Dは電束密度と呼ばれる。では磁場はどうであろう。一般に物質中には磁気双極子が存在す
る。これは物質中の電子の角運動量やスピンに起因する。この磁気双極子の作る磁場によって（定常電流であって
も）rotB = iとはならない。しかし、電束密度と同様に（定常電流の場合には）rotH = iは満たされている。従っ
てこれも磁場BとHは区別される。Hは磁場の強さと呼ばれる。以下では簡単のため特に断らない限り、真空中
であるものとする。
ここで (26)の 1段目の ∂t ∗Dの項を見てみる。これは電荷の保存則より自然に導かれたアンペールの法則への
補正項ということになる。この項は変位電流と呼ばれる。変位電流を考慮した（今度は一般に時間に依存する）修
正されたアンペールの法則

dB− ∂t ∗E = ∗i ( rotB− ∂tE = i ) (27)

をアンペール-マクスウェルの法則という。

2.5 ファラデーの電磁誘導の法則
閉曲線 C、及び C を境界に持つ曲面を S とする。この時、S を貫く磁束の時間変化率は C に生じる起電力（の
逆符号）に等しい。即ち ∫

S

∂t ∗B = −
∮
C

E

= −
∫
S

dE (28)

4このあたりは”幾何のお話”note を参照。
5ポアンカレの補題の証明は”トポロジー”note を参照。
6F としてではなく、†F と † をつけて定義したのは、以降を読み進んでもらえば分かるが、以降での notation を合わせるためである。
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C は任意の閉曲線でよかったので

dE+ ∂t ∗B = 0 ( rotE+ ∂tB = 0 ) (29)

が得られる。これをファラデーの法則という。

2.6 モノポールの非存在性
電場が荷電粒子により生成されるように、磁場も磁荷を持った粒子が存在すれば同じように生成される。また、
磁極間に働く力は電場と同じクーロンの法則に従う。従ってガウスの法則と全く同じ方程式が満たされることが分
かる。しかし、磁荷の場合には電荷と違い、磁気単極子（モノポール）が存在しないことが経験的に知られている。
即ち

d ∗B = 0 ( divB = 0 ) (30)

となる。

2.7 Maxwell方程式
以上の 4つの法則（ガウスの法則、アンペールの法則、ファラデーの法則、モノポールの非存在）

d ∗E = ∗ρ ( divE = ρ )

dB− ∂t ∗E = ∗i ( rotB− ∂tE = i )

dE+ ∂t ∗B = 0 ( rotE+ ∂tB = 0 )

d ∗B = 0 ( divB = 0 )

(31)

をまとめてMaxwell方程式という。c = 1の単位系を選ばなければ ∂t → 1
c∂t 及び i → 1

c iと置き換えればよい。
さて、Maxwell方程式の最初の 2つは

†F = ∗E+ dt ∧B (32)

を用いて、まとめて

d4 † F = †J (33)

と書けるのであった。ここで d4F を計算してみよう。F = E ∧ dt+ ∗Bなので

d4F = d4(E ∧ dt+ ∗B)

= dt ∧ (dE+ ∂t ∗B) + d ∗B (34)

となり、Maxwell方程式の残りの 2つの組より d4F = 0が得られる。従って時間と空間を含めた 4次元空間で考え
れば、Maxwell方程式は

d4 † F = †J (35)

d4F = 0 (36)

とまとめて書くことが出来る。F を電磁場と呼ぶことにする。
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2.8 電磁ポテンシャル
ここで前節の結果より、d4F = 0なのでポアンカレの補題により、ある 1-form A = A− ϕdtが存在し、d4A = F

となる。従って

F = d4A

= dA− (∂tA+ dϕ) ∧ dt

= ∗B+E ∧ dt (37)

が得られる。即ち

B = ∗dA ( B = rotA ) (38)

E = −∂tA− dϕ ( E = −∂tA− gradϕ ) (39)

と表すことが出来る。Aを電磁ポテンシャルといい、Aをベクトル・ポテンシャル、ϕをスカラー・ポテンシャルと
いう。
Maxwell方程式は電磁ポテンシャルを用いれば

δ4d4A = J (40)

d24A = 0 (41)

と書ける。ここで δ4 = †d4†は外微分 d4 の双対作用素であるである（詳細は”トポロジー”note参照）。
ここで電磁ポテンシャル Aの選び方には任意性がある。即ち電磁場は d4A = F であるので、任意の関数 χに対
して A0 = A+ d4χを用いても d4A0 = F と書ける。このように電磁ポテンシャルに d4χのような項を加える変換
をゲージ変換という。即ち、ゲージ変換をしても記述される物理は変わらない。この任意性を用いて、条件

0 = δ4A0

= δ4A+ δ4d4χ

= δ4A+□χ (42)

を満たすように χを選ぶ。ここで □ = d4δ4 + δ4d4 は 4次元のラプラシアン（ダランベルシアンという）であり、
†χが 4-formであるので δ4χ = 0である。容易に分かるように D = d4 + δ4 と置けば、D2 = □ である。このよう
な A0 に対してはMaxwell方程式は

□A0 = J (43)

となり（d24A0 = 0は自明なのではずしておく）、さらに A0 には付加条件

δ4A0 = 0 (44)

が付け加わる。この条件は一般にゲージ変換を行えば満たされなくなる。即ち、このような付加条件を加えること
は、ゲージを固定することを意味する。ここで課したゲージ条件をローレンツ条件といい、この条件を満たす電磁
ポテンシャルをローレンツゲージにおける電磁ポテンシャルという。

2.9 電磁場中の電子の非相対論的記述
この章を終える前に、電磁場中での電子の非相対論的な運動の記述を簡単に行っておこう。電磁場中での電子の
ニュートンの運動方程式 (3) を与える電子のラグランジアン Lは、ベクトル・ポテンシャルAおよびスカラー・ポ
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テンシャル ϕを用いて

L =
m

2
ẋ2 + eẋ ·A− eϕ　 (45)

で与えられる。実際にこのラグランジアンのオイラー・ラグランジュ方程式が (3) を与えることを確かめる。

ẋ× (∇×A) = ẋi∇Ai − (ẋ · ∇)A (46)

に注意すると、
d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
− ∂L

∂x
= mẍ+ e

dA

dt
− eẋi∇Ai + e

∂ϕ

∂x

= mẍ+ e(ẋ · ∇)A+ e
∂A

∂t
− eẋi∇Ai + e

∂ϕ

∂x
= mẍ− eE− eẋ×B (47)

となり、運動方程式 (3)式が得られる。
このラグランジアンのもと、正準運動量 pc は

pc : =
∂L

∂ẋ
= mẋ+ eA

= p+ eA (48)

となる。ただし p = mẋである。またハミルトニアンH は

H =
∂L

∂ẋ
ẋ− L

=
m

2
ẋ2 + eϕ(

=
1

2m
(pc − eA)2 + eϕ

)
(49)

となる。右辺 2段目を見ると分かるように、系のハミルトニアンはベクトル・ポテンシャルに依存しない。

3 ダランベルシアンの計算
さてここでダランベルシアンを具体的に表示してみよう。計算はいくつかの方法が考えられる。ひとつめはベク
トル解析の言葉で読み替えて計算するやり方。ふたつめはほとんど力技であるが、具体的に成分を書いて地道に計
算するやり方。みっつめはは時間成分と空間成分に分ける方法を応用して帰納的に導くやり方。よっつめは以下で
説明する。おそらくこの方法が最も一般的（n次元の場合においても適用できる）で最も計算が少なくてすむ。従っ
てこの方法を取る。
ここでは後のことを考慮して、一般的な擬リーマン多様体と考えて計算する。”ゲージ理論”noteによれば、レビ・
チビタ接続を∇TM とし、その時の局所自明な（即ち∇TMei = 0）正規直交基 ei 及びその双対基 θi に対して、外
微分 d及びその双対 δは

d = θi ∧∇TM∗

ei , δ = −iθi∇TM∗

ei (50)

と表されたことを思い出そう。ここでクリフォード作用素を

c(θi) = θi ∧ −iθi (51)
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で定義する。クリフォード作用素を使うと、D = d+ δ = c(θi)∇TM∗

ei と書くことが出来る。定義により θi∧も iθi

も外積代数に対して反可換に作用するので（当然だが θi∧と iθi は反可換しない）、容易に

c(θi)c(θj) + c(θj)c(θi) = −2ηii ( {c(θi), c(θj)} = −2 ⟨θi, θj⟩ ) (52)

であることを示すことが出来る。この関係はクリフォード代数と呼ばれる（”クリフォード代数”noteを参照）7 。今
は局所自明な基底を選んでいるので、接続は（局所的に）0である。特に θi = dxiと選べば、∇TM∗

∂i
= ∂iなので局

所的には

□ = −ηij∂i∂j (53)

= ∂2
t −∆ (54)

( ∆ :=
∑
i

(∂i)
2 )

となる。ミンコフスキー時空の場合には大域的に接続が 0なので、この表式は大域的に成り立つ。

4 波動方程式の一般解
以上により電磁ポテンシャルの満たすべき方程式 (43)は

(∂2
t −∆)A = J (55)

と書ける。この方程式を非斉次波動方程式という。さて、この節では手っ取り早くこの方程式の一般解を与えよう。
ここで形式的な解き方を紹介する。簡単のためここでは、無限遠において→ 0である、物理的なものだけを考える。
この場合には A1 及び A2 が共に上記波動方程式の解である場合には φ = A1 −A2 は

(∂2
t −∆)φ = 0 (56)

の解である。即ち (55)の解は (56)の解の不定性を除いて一意的に定まる。この方程式は斉次波動方程式という。
以上を踏まえて、一般解は次のように与えられる。ある関数 G(x)及び 1-form v(x) (x = (t,x))が存在して

(∂2
t −∆)G(x) = δ(x), (∂2

t −∆)v(x) = 0 (57)

を満たしたとすると、Aは

A(x) =

∫
d4yG(x− y)J(y) + v(x) (58)

として求まる。このようなG(x)をグリーン関数という。まずグリーン関数を求めよう。最も簡単な方法はフーリエ
積分を使うことである。即ち G(x)のフーリエ積分表示を

G(x) =

∫
d4k

(2π)4
G(k)eikx (59)

と置けば、フーリエ係数の関係式（k = (w,k)）

(−w2 + k2)G(k) = 1 (60)

7この関係から”トポロジー”note で説明した超空間として見た時のド・ラーム複体と、”クリフォード代数”note で説明したスピノール束と
の類似が見て取れる。即ち作用素 D = d+ δ はド・ラーム複体上でのディラック作用素の一種の表現といえる。
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が得られる。しかしここで注意しなければならない。w2 = k2 のモードに関してはこの関係式が満たされない。こ
れは次のようにして理解するといい。(57)の第一式を、ε > 0として

(∂2
t −∆± iε)G±ε(x) = δ(x) (61)

と書き換え、このグリーン関数を求めて計算し、最後に ε → 0の極限を取ってやるとよい。従って

G±ε(k) =
1

−w2 + k2 ± iε
(62)

より、グリーン関数は

G±ε(x) =

∫
d4k

(2π)4
1

−w2 + k2 ± iε
eikx (63)

と書ける。これをもう少し計算する。まずは k積分を先に行おう。k = |k|と置けば kx = k|x| cos θより

G±ε(x) =

∫
d4k

(2π)4
ei(kx−wt)

(k −
√
w2 ∓ iε)(k +

√
w2 ∓ iε)

=

∫
k2dkd cos θdϕdw

(2π)4
ei(k|x| cos θ−wt)

(k −
√
w2 ∓ iε)(k +

√
w2 ∓ iε)

=
1

i|x|

∫
k2dkdw

(2π)3
eik|x| − e−ik|x|

k(k −
√
w2 ∓ iε)(k +

√
w2 ∓ iε)

e−iwt ( k > 0 )

=
1

i|x|

∫
k2dkdw

(2π)3
eik|x|

k(k −
√
w2 ∓ iε)(k +

√
w2 ∓ iε)

e−iwt ( k ∈ R ) (64)

実変数 kでの積分を複素積分として考えると、poleの位置は下図のようになる。

pole

polepole

pole

k-planek-plane
−iεの時+iεの時

半円の半径 R → ∞と取ると、上の積分と一致する
ここで複素積分の積分路を図のような半円に、向きを反時計周りに取る。円の半径Rに対して R → ∞ の極限を取
れば円弧の部分の積分は→ 0となる。従って積分をこの半円周りの積分に置き換えることが出来る。すると留数定
理（コーシーの積分定理）を用いて計算し、最終的に ε → 0の極限を取れば

G±(x) =

{
1

8π2|x|
∫
dwe−iw(t+|x|) for + iε

1
8π2|x|

∫
dwe−iw(t−|x|) for − iε

(65)

従って

A(x) =

∫
d4yG±(x− y)J(y) + φ(x)

=
1

8π2

∫
d4ydw

e−iw((x0−y0)±|x−y|)

|x− y|
J(y) + φ(x)

=
1

4π

∫
d4y

δ((x0 − y0)± |x− y|)
|x− y|

J(y) + φ(x)

=
1

4π

∫
d3y

J(y, y0)

|x− y|
+ φ(x) (66)
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ここで y0 = t± |x− y|と置いた。ここでまだ v(x)の不定性が残っている。これをフーリエ積分表示しておこう。v

の満たすべき方程式 (∂2
t −∆)v = 0より

vµ(x) =

∫
d3k

(2π)3

(
aµ(k)ei(kx−kt) + (a∗)µ(k)e−i(kx+kt)

)
(67)

が一般的な形である。ただし v → 0 (|x| → ∞) であり、ローレンツ条件 kµa
µ(k) = 0を満たしているとする。

ここまでは境界がない場合を考えたが、ついでに境界がある場合に上記と同じようにグリーン関数を用いて解を求
める場合を考えておく。考えるべき領域をDとしDの境界を Sとする。u, v ∈ Ωp

ph(D)に対して ⟨u, v⟩ =
∫
D
u∧∗v

と置けば、α ∈ Ωp−1
ph (D), β ∈ Ωp

ph(D)に対して d(α ∧ ∗β) = dα ∧ ∗β − α ∧ ∗δβ より

⟨dα, β⟩ − ⟨α, δβ⟩ =
∫
S

α ∧ ∗β (68)

⟨δβ, α⟩ − ⟨β, dα⟩ = −
∫
S

α ∧ ∗β (69)

に注意すれば

⟨□u, v⟩ − ⟨u,□v⟩ =
∫
S

(Du ∧ ∗v − v ∧ ∗Du+ u ∧ ∗Dv −Dv ∧ ∗u) (70)

（D = d+ δ, □ = D2 = dδ + δd）と書ける。従って電磁ポテンシャルとグリーン関数の満たすべき方程式は

□Aµ(x) = Jµ(x), □G(x, y) = δ(x− y) (71)

なので、u = G（G : y → G(x, y)即ち xをパラメータとみなす）、v = Aµ と置けば電磁ポテンシャル Aの成分の
満たすべき条件として

Aµ = ⟨G, Jµ⟩+
∫
S

(DG ∧ ∗Aµ −Aµ ∧ ∗DG+G ∧ ∗DAµ −DAµ ∧ ∗G)

= ⟨G, Jµ⟩+
∫
S

(G ∧ ∗dAµ −Aµ ∧ ∗dG) (72)

を得る。ここで境界条件として次のものを考える。

Aµ = uµ on S ( uµ ∈ Ω0
ph(S) ) (73)

の場合を考えるこの場合にはグリーン関数 Gに対して境界条件

G(x, y) = 0 when x ∈ S (74)

を課すと、境界条件 (73)を満たす解は

Aµ = ⟨G, Jµ⟩ −
∫
S

uµ ∧ ∗dG (75)

の形を取らないといけない。ここで与えたタイプの境界条件 (73)をディリクレ型境界条件という。時にはグリーン
関数に対する条件 (74) を指す事もある。どちらであるかは文脈から読み取ってもらいたい。従ってディリクレ型境
界条件を満たす電磁ポテンシャルを求める問題は、ディリクレ型境界条件を満たすグリーン関数を求める問題とな
る。特に境界 S 上で 0となるもの（uµ = 0）を考えれば、この場合にも不定性として (∂2

t −∆)v = 0, v = 0 in S

なる 1-form vの不定性があってもよくなる（このことは後で議論する）。従って状況は上で考えた無限遠で 0 の場
合と同じであり、解の形も同じになる。
一方で、境界条件

dAµ = uµ on S ( uµ ∈ Ω1
ph(D) ) (76)
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の場合を考えてみる。この場合にはグリーン関数 Gに対して境界条件

dG(x− y) = 0 when x ∈ S (77)

を課してやると、境界条件 (76)を満たす解は

Aµ = ⟨G, Jµ⟩+
∫
S

G ∧ ∗uµ (78)

の形を取らないといけない。このタイプの境界条件 (76)をノイマン型境界条件という。これも上記同様にグリーン
関数に対する条件 (77)を指す事もある。この場合にも (∂2

t −∆)v = 0, dvµ = 0 in S なる 1-form vの不定性があっ
てもよい。
次に電流も電荷密度も共に 0の場合、即ち J = 0（斉次波動方程式の解）の場合には電磁ポテンシャルの表式 (72)

より

Aµ =

∫
S

(G ∧ ∗dAµ −Aµ ∧ ∗dG) (79)

を得る。従ってこの場合には境界条件として S 上の 0-form（関数）uµ と 1-form vµ として

Aµ = uµ, dAµ = vµ ( in S ) (80)

が与えられれば、電磁ポテンシャルの形は

Aµ =

∫
S

(G ∧ ∗vµ − uµ ∧ ∗dG) (81)

で与えられる。やはりこの場合にも斉次解の不定性があってもよい。
上記境界値問題の解の不定性について考えてみよう。まず、ミンコフスキー空間ではなくユークリッド空間の場
合から考える。ユークリッド空間の場合にはラプラシアンは□ = dδ+ δd = −∆ で与えられることに注意されたい。
この時

−∆φ = 0 (82)

をラプラス方程式といい、その解を調和関数という。

補題 4.1 一般的にいって n次元ユークリッド空間の場合の Ω0(D)上のディリクレ型境界値問題

□φ = 0, φ = 0 in S (83)

（□ = dδ + δd）に対して、D ≃ Dn（Dnは n次元球体）の場合には8 9 、これらの条件を満たすものは φ = 0のみ
である。

証明 : 証明は簡単である。仮に φ ̸= 0であるとすると、D内に φ は最小点と最大点を持ち（即ちその点で φは最
小値、もしくは最大値を取る）、そのどちらかはDの内部（

◦
D）に存在する。その点を pとする。ここでは pが最

小点と仮定する。pの十分近傍の 2点 p1, p2 では∆x = p2 − p1 と置けば、

φ(p2)− φ(p1) =
∂φ

∂x
∆x+ o(|∆x|) (84)

8ここでは考えやすいようにこのように設定しているが、実際には D がコンパクトであればよい。コンパクトな領域 D 上の連続な関数 f
が上限を持たないと仮定する。仮定により f > c1 なる領域が存在する。それを A1 とする。c1 < c2 とし、f > c2 なる領域を A2 とする。
同様にして c1 < c2 < · · · < cn < · · · で cn → ∞ となるように cn を取っていく。対応する領域は A1 ⊃ A2 ⊃ · · · ⊃ An ⊃ · · · となる。
limn→∞ An = A と置く。さらに各 An から点 an を選んでいけば、点列 {an} は D のコンパクト性により a = limn→∞ an ∈ D である。
従って D ⊃ A ̸= ∅。しかし A の作り方から、a ∈ A に対して f(a) は有限の値を取り得ない。従って f には上限が存在する。f の連続性によ
り、その値が最大値である。最小値も同様である。

9さらに言えば、実際には D はコンパクトである必要性もない。その場合には任意の正の数 εに対して、|φ| ≥ εなる領域 Dε でコンパクト
であるものが取れればよい。
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となるので、p1 から見て p2 が pとは反対方向の点である場合には上式左辺は > 0となる。従って dφは pの近傍
において pとは反対向きのベクトルとなる。以上を踏まえると pを含む適当な半径 εの球を U（⊂

◦
D）とすると、∫

U

d ∗ dφ =

∫
∂U

∗dφ

> 0 (85)

一方で d ∗ dφ = ∗∆φ = 0なので、これは矛盾である。従って φ = 0である。■

従って上記ディリクレ問題はユークリッド空間の場合には不定性はなく、一意的に定まることが分かる。また、こ
の証明を追えばミンコフスキー空間の場合にはこの補題が成り立たないことが分かる。即ち U の内部において dφ

が pと反対方向ベクトルであっても計量が不定値であるために、∗dφが U の外向きベクトルとはならないからであ
る。ミンコフスキー空間におけるこのラプラス方程式の境界値問題の非自明解の存在は、固定端のある場合におい
ての波動関数の存在に対応していることが分かる。また線形代数の概念で言えば、ユークリッド空間の場合にはラ
プラシアンが単射写像であるのに対して、ミンコフスキー空間の場合には単射ではないということを意味している。
同様のことはノイマン型境界条件に対しても同じことが言える。即ち

補題 4.2 n次元ユークリッド空間の場合の Ω0(D)上のノイマン型境界値問題

□φ = 0, dφ = 0 in S (86)

に対して、D ≃ Dn の場合には、これらの条件を満たすものは φ =定数のみである。

証明 : 証明はディリクレ型とほぼ同様である。φが定数でないとする。S上で dφ = 0なので S上では定数である。
従って φの最大値もしくは最小値のどちらかは必ずDの内点に存在する。後はディリクレ型の時と同じで矛盾が導
ける。従って定数でないといけない。■

この場合にもやはりミンコフスキー空間の場合には成り立たない。
ここまでのことを定理としてまとめておこう。

定理 4.1 n次元ユークリッド空間におけるポアソン方程式のディリクレ型境界値問題

−∆φ = ρ, φ = f in S (87)

の一般解は一意的に定まる。またノイマン型境界値問題（dφ = v in S）の場合は定数の付加項を除いて一意的に定
まる。またミンコフスキー空間の場合には非斉次波動方程式のディリクレ型境界値問題

□φ = ρ, φ = f in S (88)

の一般解は斉次方程式の解の不定性を除けば一意的に決まる。ノイマン型境界値問題の場合には定数項と斉次方程式
の解の不定性を除き一意的に決まる。この時どちらの場合も、不定性である斉次方程式の解の境界値条件は= 0 in S

である。

上記の補題の証明から分かるように、ユークリッド空間の場合にはコンパクト領域D内で定義された調和関数は
D内に極大、極小値を持たないことが分かる。また最大、最小値は常に Dの境界 S 上に存在する。ついでに言え
ば、これまでのことはD = Rn の場合でも、境界 S（この場合には境界が存在しないので）での条件のかわりに無
限遠における条件としてとして置き換えればそのまま成り立つ。
以上の定理の簡単な応用をひとつ挙げておく。後に述べるように静電場の場合、金属中のスカラー・ポテンシャ
ルは ϕ =一定となる。従って周囲を金属の壁で完全に覆ってしまい、中身に電荷を持つものが存在しなければスカ
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ラー・ポテンシャルはディリクレ型境界値条件を満たすラプラス方程式の解とならなければならず、従って壁の中
には電場は一切存在しないことになる。この現象を静電遮蔽という。
最後に電場と磁場の満たすべき方程式を書いておこう。□d4A = d4J より直ちに

□E = −(∂ti+ dρ) (89)

□ ∗B = di (90)

を得る。

5 ローレンツ対称性
さてここまで一貫して計量 (16)を持った平坦（flat）な空間の幾何学の言葉で記述してきた。これには理由があ
る。即ちMaxwell理論が慣性系の取り方に全く依存しないことが分かっているからである。即ち任意の慣性系にお
いてその系での電場と磁場が与えられれば、その系の直交座標系でMaxwell方程式を表せば、慣性系の取り方によ
らず全く同じ方程式を満たしているという事実がある。即ちどの慣性系で電磁気現象を観測しても、それらはその
系での直交座標系を用いれば同じMaxwell方程式に従っている。これは数学的に表現すれば、理論が任意の慣性系
間の座標変換のもと共変10でないといけないということを意味している。従って異なる慣性系間の座標変換が存在
することになる。Maxwell方程式を共変にする座標変換をローレンツ変換といい、Maxwell理論はローレンツ共変
（ローレンツ対称）であると言い表される。ちなみに根拠となる実験は 19世紀後半から 20世紀初頭にかけてたく
さんあるが、例を出せばウィルソン (1904) 11、レントゲン (1888)、Eichenwald (1903)などがある。ここではそれ
らについて詳しく説明はしない。しかしここでは次のことを強調しておこう。即ち、Maxwell理論はニュートン力
学に由来する理論全てが通常持っているガリレイ変換のもとでの共変性を持っていない。そのことを理解するため
に、まずガリレイ変換から説明しよう。慣性座標系 (t, x, y, z)から相対速度 (v, 0, 0)の慣性座標系 (t́, x́, ý, ź)へのガ
リレイ変換は

dt́ = dt, dx́ = dx+ vdt, dý = dy, dź = dz (91)

で与えられる。ガリレイ変換のより一般的な形は
dt́

dx́

dý

dź

 =


1 0 0 0

v1 a11 a12 a13

v2 a21 a22 a23

v3 a31 a32 a33




dt

dx

dy

dz

 (92)

で与えられる。ここで A = (aij)ij は SO(3)の元である。このガリレイ変換全体が群をなすのを見るのは容易であ
ろう。明らかにニュートンの運動方程式

m
d2x

dt2
= F (93)

に対してガリレイ変換 d2x́
dt2 = Ad2x

dt2、F́ = AFした後は

m
d2x́

dt2
= F́ (94)

10共変性という概念は専ら数学的なものである。任意に系をひとつ選び、個々の物理量が与えられればそれらの間の関係や法則が同じ微分方
程式なりで記述されるという意味である。この意味において不変性とは異なる。不変という時は通常、全く同じになるという意味であり、座標
系のとり方に全く依存しない量という意味である。

11参照論文 (1913) URL : http://www.jstor.org/pss/93462/
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である。この関係によりニュートンの運動方程式は一般的にガリレイ変換のもと共変であることが明らかである。一
方、Maxwell理論はこの変換のもと共変ではない。それを見る最も簡潔な方法はMaxwell理論の持つ空間対称性の
群を決定してしまうことである。ガリレイ変換がその群に含まれないことが分かればよいからである。さてMaxwell

理論の持つ対称性を見つける最も簡単な方法は何であるか。注意深い読者にとっては簡単な問題であろう。なぜな
らMaxwell理論が計量 (16) で与えられるミンコフスキー空間上での幾何学の言葉で表されているからである。実
際に前節より真空中の電磁ポテンシャルの満たす波動方程式が

(−∂2
t +∆)A = ηµν∂µ∂νA

= 0 (95)

であることを見た。この方程式の持つ対称性を見つけることは、ちょうど計量 (17) を不変に保つ座標変換を見つけ
ることに等しい。Maxwell理論の持つ対称性の群の元を Λ = (Λµ

ν)
µ
ν （行列）と書けば、

ηµνdx́
µdx́ν = ηµνΛ

µ
ρΛ

ν
σdx

ρdxσ (96)

即ち

ΛtηΛ = η (97)

が群を特徴づける条件となることが分かる。この条件を満たす座標変換がローレンツ変換である。ローレンツ変換
全体は群を成すことは容易に分かると思う。ローレンツ変換全体からなる群をローレンツ群という。上で与えたガ
リレイ変換 (92)がこの条件を満たさないことを見るのは容易であろう。ではローレンツ群の一般的な形を決定し
てみよう。まず恒等写像 1は明らかに条件 (97)を満たす。1から連続的に変形して出来るローレンツ群の元 Λは
Λ = exp(λM)（M は 4× 4行列）と書けば、(97)に代入し、λで微分して λ = 0と置けば

M tη + ηM = (ηM)t + ηM

= 0 (98)

を満たす。即ち ηM は SO(4)の生成子からなるリー代数 so(4)の元に等しい。逆に so(4)の元 ηM に対して Λ =

exp(λM)はこの条件を満たす。このような形で表されるローレンツ群の元を SO(1, 3)と書き、固有順次ローレンツ
群という。通常ローレンツ群という時、特に断らなけれは固有順次ローレンツ群を指す場合が多い。さて so(4)は明
らかに実係数ベクトル空間と見なすことが出来るが、基底はM t = −M（反対称行列）を満たす 4× 4行列なので 6

個存在する。従って SO(1, 3)の生成子からなるリー代数 so(1, 3)も同様に 6次元である。基底は以下の通りである。

K1 =


0 −1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 , K2 =


0 0 −1 0

0 0 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 0

 , K3 =


0 0 0 −1

0 0 0 0

0 0 0 0

−1 0 0 0

 (99)

J1 =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 −1 0

 , J2 =


0 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 0 0

0 1 0 0

 , J3 =


0 0 0 0

0 0 1 0

0 −1 0 0

0 0 0 0

 (100)

(101)

J = (J1, J2, J3)は空間の回転の生成子である。K = (K1,K2,K3)はブーストと呼ばれ、異なる慣性系間の間の変
換の生成子である。簡単にブーストK1 により生成される変換を計算してみよう。

(K1)2 =

(
1 0

0 0

)
(102)
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（各成分は 2× 2行列）より

eθK
1

=


cosh θ − sinh θ 0 0

− sinh θ cosh θ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 (103)

と書ける。ここで cosh2 θ − sinh2 θ = 1 より β = sinh θ
cosh θ と置けば −1 < β < 1 であり、cosh θ = 1√

1−β2
及び

sinh θ = β√
1−β2

と書ける。従って最終的に

eθK
1

=


1√
1−β2

− β√
1−β2

0 0

− β√
1−β2

1√
1−β2

0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 (104)

と表される。この変換のもと座標は

dt́ =
dt− βdx√

1− β2
(105)

dx́ =
dx− βdt√

1− β2
(106)

dý = dy (107)

dź = dz (108)

と変換する。これは β が十分に小さく β2 が無視できると時には
dt́ = dt− βdx, dx́ = dx− βdt, dý = dy, dź = dz (109)

となる。また (104)の逆変換は exp(−θK1)であり、従って β を −β に置き換えれば逆変換が得られることが分か
る。さて、今は光速を c = 1と取っているが、あらわに cを書けば、次元解析により dtを cdt に置き換えればよい
ことが分かる。cβ = vを相対速度と解釈し、相対速度 vが光速より十分小さく β2 = (v/c)2を無視することが出来
るならば、ガリレイ変換 (91) と一致することが分かる（v でなく −v となることは本質的なことではない）。以上
のようにローレンツ変換は、速度が光速より十分小さい場合に近似的にガリレイ変換を再現する。従ってローレン
ツ変換による共変性を持った力学（相対論）は速度が光速より十分小さい場合には近似的にガリレイ変換による共
変性を持った力学（ニュートン力学）を再現するのである。ここで注目すべきは、−1 < β < 1から分かるように相
対速度が |v| < cの慣性系からはどのように固有順次ローレンツ変換を行っても相対速度が光速 cより大きい系へ移
ることが出来ないということである。
残りの 1から連続的に変形できないローレンツ群は

T =


−1

1

1

1

 , P =


1

−1

−1

−1

 (110)

がある。T は時間反転。P は空間反転と呼ばれる。残りは空間成分同士の入れ替えがあるが、これは空間反転と適
当な SO(3)の元により作ることが出来る。以上のものにより生成される群がローレンツ群である。これらローレ
ンツ群ではガリレイ変換を表すことが出来ないことは容易に分かると思う。従ってMaxwell理論にはガリレイ変換
のもとでの共変性を持っていないことが分かる。ニュートン力学とMaxwell理論は異なる座標変換群により共変性
を実現している。Einsteinは力学を、Maxwell理論の持つ共変性を実現するように修正した。それが特殊相対性理
論である。特殊相対性理論については後に説明する。
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6 電磁場の力学
6.1 電磁場のラグランジアン
ここまでで、電磁場の満たすべき一般的な方程式、及びその一般解を求めた。また前節ではそれらの持つ時空の
対称性について議論した。ここではそれらをもとに、電磁場のラグランジアンを与えよう。指針としては力学と同
じく、ラグランジアン Lが与えられれば、それからオイラー・ラグランジュ方程式により電磁場の基礎方程式、即
ちMaxwell方程式 (35)、(36) が得られるように構成されるべきである。またそれは慣性座標系の選び方に依存しな
い共変なものでないといけない。また、Maxwell理論の持つもうひとつの対称性である「ゲージ対称性」も持って
ないといけない。それらの対称性を持ったラグランジアンでなければ、得られる基礎方程式ももちろんそれらの対
称性を持ち得ないからである。ゲージ対称性を持ったラグランジアンを構成する最も素直な方法は電磁場 F を用い
てラグランジアンを構成することであろう。またこれは 2-formであるので、ラグランジアンは F 2つの積の形で
書けるようなものがよいであろう。ローレンツ共変性を満たすようなものを構成する最も素直な方法は微分形式の
言葉で、座標系のとり方によらない表示で表すことであろう。従って候補として

F ∧ †F, F ∧ F (111)

が挙げられる。このどちらか（の定数倍）からMaxwell方程式が得られればよい。結論を先に出せば、電磁場の場
合には F = d4Aと置き、

†LM = −1

2
F ∧ †F, SM =

∫
D

†LM (112)

LM = −1

4
FµνF

µν (113)

を考えればよい。ここで LM はラグランジアン密度と呼ばれる。SM は作用（もしくは作用積分とかラグランジア
ンとか呼ばれる）である。実際、F = d4Aに注意して、ラグランジアン密度の Aの変分 δAを取れば

δSM = −
∫
D

δA ∧ †δ4F −
∫
S

δA ∧ †F (114)

従って境界 S 上での Aを固定した上での、この変分に対して作用が停留するという条件 δSM = 0より

δ4F = 0 (115)

となり、カレントのない場合のMaxwell方程式の第一式 (35)を再現する。カレントがある場合にはラグランジアン
密度に付加項

LI = A ∧ †J (116)

が付く。この項を加えた上で変分を取ってやれば、

δ4F = J (117)

とカレントのある場合のMaxwell方程式 (35)を得ることが出来る。残りの (36)は F = d4Aより自明である。
最後にラグランジアンを電場と磁場を用いて具体的に表しておく。電磁場 F は

(Fµν) =


0 −E1 −E2 −E3

E1 0 B3 −B2

E2 −B3 0 B1

E3 B2 −B1 0

 (118)
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と書ける。少し計算すれば、これはローレンツ変換 (104)のもとで

F́ = ΛtFΛ =


0 −E1

−E2−βB2√
1−β2

−E3+βB2√
1−β2

E1 0 B3+βE2√
1−β2

−B2+βE3√
1−β2

E2+βB3√
1−β2

−B3−βE2√
1−β2

0 B1

E3−βB2√
1−β2

B2−βE3√
1−β2

−B1 0

 (119)

と変換するのが分かる。これは一般的な形でまとめて書くと

F́ = ∗
(
B+ v ×E√

1− β2

)
+

(
E+ v ×B√

1− β2

)
∧ dt

=
1√

1− β2

(
∗B+ v ∧E

)
+

1√
1− β2

(
E+ ∗(v ∧B)

)
∧ dt (120)

と書ける（c = 1にとらなければ dt → cdt及び v → v
c と置き換えてやればよい）。ラグランジアン密度は

LM = −1

4
FµνF

µν =
1

2
(E2 −B2) (121)

と表される。これはもちろんローレンツ変換のもと不変である。

6.2 電磁場のエネルギーと運動量
電磁場のラグランジアンが得られたので、解析力学に習えば電磁場のエネルギーと運動量が定義出来る。”解析力
学”noteによれば、保存則と対称性とは密接な関係があった。運動量保存則は空間成分の変分により得られ、エネ
ルギー保存則は時間成分の変分により得られる。電磁場のラグランジアンからこれらの変分により保存量を求めよ
う。ラグランジアン密度を xµ での変分を取ると

∂LM

∂xµ
=

∂Aρ

∂xµ

∂LM

∂Aρ
+

∂(∂νAρ)

∂xµ

∂LM

∂(∂νAρ)

= ∂µAρ∂ν

(
∂LM

∂(∂νAρ)

)
+ ∂µ∂νAρ

∂LM

∂(∂νAρ)

=
∂

∂xν

(
∂µAρ

∂LM

∂(∂νAρ)

)
(122)

（2段目の等式は電磁場のオイラー・ラグランジュ方程式=Maxwell方程式による）従って
∂LM

∂xµ
=

∂(δνµLM )

∂xν
(123)

と書けるので、

T ν
µ = δνµLM − ∂µAρ

∂LM

∂(∂νAρ)
(124)

と置けば、保存則

∂νT
ν
µ = 0 (125)

が得られる。Tµ
ν を電磁場のエネルギー・運動量テンソルという。
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では具体的に電磁場のエネルギー・運動量テンソルを求めてみよう。
∂LM

∂(∂νAρ)
= −1

4

∂

∂(∂νAρ)

(
(∂µAν − ∂νAµ)F

µν

)
= −1

2

∂

∂(∂νAρ)

(
∂µAνF

µν

)
= −F νρ (126)

従って

T ν
µ = −

δνµ
4
FρσF

ρσ + ∂µAρF
νρ (127)

を得る。さらにこのテンソルを対称にするために

−∂ρAµF
νρ (128)

の項を付け加える。Maxwell方程式により −∂ρAµF
νρ = −∂ρ(AµF

νρ)となるので、電磁場が無限遠方で 0となる
ならば、エネルギー・運動量テンソルにこの項を付け加えてもよい。こうして対称なエネルギー・運動量テンソル

Tµν = −1

4
ηµνFρσF

ρσ + ηρσF
µρF νσ (129)

を得る。具体的に成分を書き下すと

E := T 00 =
1

2
(E2 +B2), T 0i = T i0 = (E×B)i (130)

σij := T ij = −EiEj −BiBj +
1

2
δij(E2 +B2) (131)

となる。E は電磁場のエネルギー密度、S = E ×Bはポインティング・ベクトル（運動量密度）、σij はMaxwell

の応力テンソルと呼ばれる。カレントがない場合のエネルギー保存則は ∂tE + divS = 0、また σi = (σ1i, σ2i, σ3i)

と置けば、運動量保存則は ∂tS
i + divσi = 0と書ける。これら電磁場のエネルギー・運動量テンソルの保存則に関

する詳しい説明は「特殊相対性理論」の章の「連続的に分布する物質の相対論的運動」の節で行う。

6.3 平面波への分解
A0 = 0なる条件を満たすゲージを軸性ゲージという。ローレンツゲージにおける電磁ポテンシャルに対して、さ
らに適当なゲージ変換を行うことにより、ローレンツ条件を満たしたまま軸性ゲージを取ることが出来る。実際、
δ4d4χ = 0及び ∂tχ = ϕなる χでゲージ変換を行えばローレンツ条件を満たしたまま、A0 = 0と取ることが出来
る。結果としてゲージ条件 divA = 0が得られる。このゲージをクーロンゲージという。
ここでカレントのない場合の電磁ポテンシャルの満たす斉次波動方程式の平面波解（ひとつのフーリエモードか
らなる解）の場合を考える。即ちベクトル・ポテンシャルが

A = aei(xk−wt) (132)

の場合である（一般解はこの形の平面波解の重ね合わせである）。kµ = (k, w)は条件 k2 = 0 (k2 = w2)を満たして
いる。クーロンゲージの場合には aと kとの間に条件

k · a = 0 (133)

が成り立っている。この時、電場と磁場はそれぞれ

E = −∂tA = iwaei(xk−wt) (134)

B = rotA = ik× aei(xk−wt) (135)
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で与えられる。以上より、平面波の進む方向ベクトル kと電場 Eと磁場 Bとの関係は下図のようになることが分
かる。

k

E
B

さてここで電磁場の運動量密度であるポインティング・ベクトル、及びエネルギー密度をフーリエモードを用いて
計算してみよう。まずベクトル・ポテンシャルは上記平面波の重ね合わせ

A =

∫
d3k

(2π)32w

(
a(k)ei(kx−wt) + a∗(k)e−i(kx−wt)

)
(136)

で表される（電場と磁場が、従って電磁ポテンシャルが実数でないといけないのでこのような形になる）。従って電
場、磁場の一般解は

E =

∫
d3k

(2π)32w

(
iwa(k)ei(kx−wt) − iwa∗(k)e−i(kx−wt)

)
(137)

B =

∫
d3k

(2π)32w

(
ik× a(k)ei(kx−wt) − ik× a∗(k)e−i(kx−wt)

)
(138)

で与えられる。
空間全体の電磁場のエネルギー E =

∫
d3xE は

(a× b) · (c× d) = εijkajbkεlmncmdn

= (δjlδkm − δjmδkl)ajbkcmdn

= (a · c)(b · d)− (a · d)(b · c) (139)

に注意すれば

E =
1

2

∫
d3x(E2 +B2)

=
1

2

∫
d3x

∫
d3kd3ḱ

(2π)64w2

[(
2wẃ(a(k) · a∗(ḱ))ei((k−ḱ)x−(w−ẃ)t) − wẃ(a(k) · a(ḱ))ei((k+ḱ)x−(w+ẃ)t)

−wẃa∗(k)a∗(ḱ)e−i((k+ḱ)x−(w+ẃ)t)

)
+

{
2

(
(k · ḱ)(a(k) · a∗(ḱ))− (k · a∗(ḱ))(ḱ · a(k))

)
ei((k−ḱ)x−(w−ẃ)t)

−
(
(k · ḱ)(a(k) · a(ḱ))− (k · a(ḱ))(ḱ · a(k))

)
ei((k+ḱ)x−(w+ẃ)t)

−
(
(k · ḱ)(a∗(k) · a∗(ḱ))− (k · a∗(ḱ))(ḱ · a∗(k))

)
e−i((k+ḱ)x−(w+ẃ)t)

}]
(140)

となる。ここでまず xでの積分を行うと、波数ベクトル kに関するデルタ関数が生じる。それから ḱでの積分を行
えば ḱの積分変数が消去できて kの積分だけ残る。さらに k · a(k) = k · a∗(k) = 0より波数ベクトル kと aの内積
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からなる項は全て 0となる。また k2 = w2に注意すれば tに依存する項は全て相殺されて消えてしまう。従って時
空の成分での積分を行えば

E =

∫
d3k

(2π)32w
w|a(k)|2 (141)

と簡単に書ける。同様に空間全体の電磁場の運動量は

P i =

∫
d3x(E×B)

=

∫
d3x

∫
d3kd3ḱ

(2π)64w2

(
a(k)× (ḱ× a∗(ḱ))ei((k−ḱ)x−(w−ẃ)t) + a∗ × (ḱ× a(ḱ))e−i((k−ḱ)x−(w−ẃ)t) + · · ·

)
=

∫
d3k

(2π)32w
k|a(k)|2 (142)

となる。ここで 2段目の · · · は aaや a∗a∗の形の項を省略している。これらの項は x積分を行った後 kを先にする
か ḱを先にするかで結果が −1倍違って出てくるが、これらは等しくないといけないので 0である。また 2段目か
ら 3段目の計算では a× (b× c) = b(a · c)− c(a · b)を用いている。この結果を見れば、電磁場のエネルギーは電
磁場の振動数 wと振幅の 2乗との積の重ね合わせであり、運動量は波数ベクトルと振幅の 2乗との積の重ね合わせ
であることが分かる。
ここで量子論的な見方を少しだけ書いておくと、電磁波も量子化すると光子と呼ばれる粒子と波の性質を持った
量子として扱われる。|a(k)|2 は波数ベクトルが kの光子の個数を表す。波数ベクトルが kの各光子の持つエネル
ギーと運動量はプランク定数 ℏ を用いてそれぞれ ℏw及び ℏkと表される。即ち上で求めた電磁場のエネルギーと
運動量は、全ての光子についての各光子のエネルギーと運動量の和（積分）そのものである。

6.4 電磁波の放射
カレントのある場合の電磁ポテンシャルは非斉次波動方程式 (55)の（斉次項の不定性を除いた）一般解

A(x) =
1

4π

∫
d4y

δ((x0 − y0)± |x− y|)
|x− y|

J(y, y0) (143)

により与えられた。ここで位置 xeにある電荷 eの 1つの点電荷が速度 ẋe = v(t)で12 運動している場合について、
即ちカレントが

ρ = eδ(x− xe), i = ρv(t) (144)

で与えられる場合を考えよう。この場合には電磁ポテンシャルは

A(x) =
e

4π

∫
dy0

δ((x0 − y0)± |x− xe|)
|x− xe|

u(y0), u(t) = (1,v(t)) (145)

となる。ここで A(x)の中の y0 は y0 = t± |x− xe|であり、xe = xe(y
0)である。一般的に∫

dy0δ(f(y0))g(y0) =

∫
df

dy0

df
δ(f)g(y0(f))

=

∫
df

1
df
dy0

δ(f)g(y0(f))

=

(
df

dy0

∣∣∣∣
f=0

)−1

g(y0(0)) (146)

12点電荷の速度に関して。速度ベクトル場 v(x, t) に沿って運動している場合として考えても、点電荷の速度は v(xe, t) で与えられるので、
実質的に t のみの関数なので、簡単に v(t) と表記にしている。
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であるので、

A(x) =
e

4π

u(t0)

|x− xe(t0)|
1

1± x−xe(t0)
|x−xe(t0)| ẋe(t0)

(147)

となる。ここで t0は y0 = t±|x−xe(y
0)|を満たす y0である。ここで現れる±の符号の意味について。−の場合は

y0 = x0 − |x− xe|である。光速を 1と取らずに cと書いておけば y0 = x0 − |x−xe|
c 、即ち点電荷の位置 xe から位

置 xまで光が移動した時間を現在の時刻 x0から差し引いた時刻に等しい。言い換えれば、時刻 x0、位置 xに到着
した電磁波が放射された瞬間の時刻である。+符号はその逆である。時刻 y0に点電荷で吸収または散乱される電磁
波が、位置 xに放射された時刻と解釈できる。ここではそのどちらでもよいので、どちらかを選ばずに計算を続け
る。t0の関数の xに関する微分は t0 = t± |x− xe(t

0)|より t0に関する微分で書くことが出来る。よって∼ 1
|x−xe|

の orderでは

−∂tA = − e

4π|x− xe(t0)|
1(

1± x−xe(t0)
|x−xe(t0)| ẋe(t0)

)[v̇(t0)∓ v(t0)

1± x−xe(t0)
|x−xe(t0)| ẋe(t0)

v̇(t0) · (x− xe(t
0))

|x− xe(t0)|

]
(148)

及びこの orderでは −∇ϕ ∼ 0。従って

E = −∂tA−∇ϕ

= − e

4π|x− xe(t0)|
1(

1± x−xe(t0)
|x−xe(t0)| ẋe(t0)

)[v̇(t0)∓ v(t0)

1± x−xe(t0)
|x−xe(t0)| ẋe(t0)

v̇(t0) · (x− xe(t
0))

|x− xe(t0)|

]
(149)

で与えられる。同様にして磁場に関しては、f(t0,x) = t0 − t∓ |x− xe(t
0)|と置けば 0 = df = ∂f

∂t0 dt
0 + ∂f

∂xdxより

∂t0

∂x
= = −

(
∂f

∂x

)/(
∂f

∂t0

)

=

±
(

x−xe(t
0)

|x−xe(t0)|

)
1± x−xe(t0)

|x−xe(t0)|v(t
0)

= ± x− xe(t
0)

|x− xe(t0)| ± (x− xe(t0)) · v(t0)
(150)

より

B = rotA

=
e

4π

(
|x− xe(t0)| ± (x− xe(t0)) · v(t0)

)2

[
±(x− xe(t

0))× v̇(t0)

− (x− xe(t
0))× v(t0)

|x− xe(t0)| ± (x− xe(t0)) · v(t0)
v̇(t0) · (x− xe(t

0))

]
(151)

となる。以上の結果は煩雑なので、v(t0)の orderが十分小さく、|x− xe(t
0)|が十分大きいと仮定して少しだけ簡

略化しよう。この近似のもと電場と磁場は

E = − e · v̇(t0)
4π|x− xe(t0)|

(152)

B = ±e · (x− xe(t
0))× v̇(t0)

4π|x− xe(t0)|2
(153)
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と簡単になる。
従ってポインティング・ベクトルは

S = E×B

= ∓ e2

(4π)2|x− xe(t0)|3
v̇(t0)× (x− xe(t

0))× v̇(t0)

= ∓ e2

(4π)2|x− xe(t0)|2

(
(x− xe(t

0))

|x− xe(t0)|
|v̇(t0)|2 − v̇(t0)

(
v̇(t0) · (x− xe(t

0))

|x− xe(t0)|

))
= ∓ e2|v̇(t0)|2

(4π)2|x− xe(t0)|2

(
(x− xe(t

0))

|x− xe(t0)|
− v̇(t0)

|v̇(t0)|

(
v̇(t0)

|v̇(t0)|
· (x− xe(t

0))

|x− xe(t0)|

))
(154)

さてここでこの式の意味を考えよう。括弧の中のベクトルは時刻 t0での点電荷の位置から位置 xへの方向ベクトル
から、点電荷の加速度ベクトル方向成分を差し引いたものに等しい。従って加速度ベクトル v̇(t0)と直交する。v̇(t0)

と x− xe(t
0)との成す角を θと置けば

|S| = e2|v̇(t0)|2 sin2 θ
16π2|x− xe(t0)|2

(155)

と書ける。従って電磁波は点電荷の加速度と垂直方向が最も強く、平行方向付近が最も弱く完全に平行な方向だと 0

である。また放射される電磁波の強さは点電荷の加速度の大きさの 2乗に比例する。また点電荷からの距離の 2乗
に反比例する。
さて、単位時間当たりに放射される電磁波の全運動量を計算しよう。計算が最も簡単になるのは、中心を xe(t

0)

に取り、半径 |x− xe(t
0)|の球面 S 上でポインティング・ベクトルを面積分するのがよい。座標系を極座標にとり、

角度を v̇(t0)を基準軸（0 ≤ θ ≤ π、0 ≤ ϕ ≤ 2π）に選べば、簡単な計算で ∫ π

0
sin3 θdθ = 4

3 が分かるので、∫
S

∗S = ∓
∫

dΩ2
e2|v̇(t0)|2 sin2 θ
16π2|x− xe(t0)|2

= ∓e2|v̇(t0)|2

16π2

∫
sin θ3dϕdθ

= ∓ e2

6π
|v̇(t0)|2 (156)

となるのが分かる。一方球面 S で囲まれる領域をDと置けば、∂tE + divS = 0より（Dの中心 xe(t
0)は時間変化

するので、Dも移動していくが、その体積は変わらないので）
d

dt
E =

∫
D

∗∂tE

= −
∫
D

d ∗ S

= −
∫
S

∗S

= ± e2

6π
|v̇(t0)|2 (157)

即ち Sから単位時間当たりに放射される電磁波の全運動量は、D内の全エネルギーの時間変化に等しいことが分か
る。またこの結果から古典的な原子の模型、即ち原子核の周りを電子が周回しているという描像は正しくないこと
が分かる。もしその描像が成り立つならば、電子は円運動していることになり、電子から加速度の 2乗に比例した
エネルギーが放出されることになる。従って電子は原子核に落ち込んでしまう。即ち原子は安定に存在しえないこ
とになるのである。原子の正しい描像は量子論によって初めて得ることが出来る。それにも関わらず、以下の節で
は古典的な円運動として扱うことがある。それはこの描像によって考察しても、量子論によって得られる結果を近
似的に再現することが分かっているからである。即ち電子から放射される電磁波を考慮しなければ、古典的な原子
模型の描像である程度間に合うということを表している。
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7 物質中の電磁波
7.1 誘電率
この章では、絶縁体中に電磁波が進入してきた時の物質中での電磁場の振る舞いについて簡単に説明する。物質
は分子により構成されている。それら分子は簡単なモデルを考えれば、陽子の周りを電子が周回しているというこ
とになる。ここに電磁波が照射された時、分子内の陽子と電子が電磁力を受け、分子内に電荷密度の偏りが生じる。
これを分極という。この分極により新たに電磁場が生成される。結果として、一般的に全電磁場は照射されたもと
の電磁場とは異なるものとなると考えられる。従って巨視的な意味では、電場や磁場を用いたガウスの法則やアン
ペールの法則はそのままでは成立しない。電場や磁場の変わりに電束密度Dや磁場の強さHを用いる必要がある。
これらは実質的には分子内の分極等による寄与を考慮しない量とも見なせる。電束密度も磁場の強さも通常は、電
場や磁場との一定の関係を見出すことが出来る。以下では簡単にそれらについて説明する。なお、以上の分極に関
する観点は完全に古典的なものであることを念頭に置いておく必要がある。完全な理解は量子論的な理解が必要に
なる。しかしそれはこの noteの趣旨から大きく外れるのでここではこれ以上は触れない。

7.1.1 双極モーメントが一様に分布している場合

分子内で分極が存在する場合の簡単なモデルを考えてみよう。位置 y及び y+ aに電荷−e、eの点電荷が存在す
る場合のスカラー・ポテンシャルは

φ =
e

4π|x− y − a|
− e

4π|x− y|
(158)

で与えられる。ここで a = εe（eは単位ベクトル、ε ≪ 1 とする）の場合には

φ = ea · (x− y)

4π|x− y|3
(159)

と書ける。ここで p := eaと置き、これを電気双極子モーメントと呼ぶ。
さて、今十分に広い領域D内に格子状に同じ電気双極子モーメントが敷き詰められている場合を考える。D内の
格子点の数をN、体積を V とし、格子点に囲まれる最小の立方体の体積を αεとすれば

V

αε
= N (160)

なる関係があるのが分かる。個数密度は N
V である。巨視的な意味での電気双極子モーメントは単位体積当たりの電

気双極子モーメントであり、P = pN
V = e

αeである。従って、この時全ての電気双極子モーメントにより生成され
るスカラー・ポテンシャルは、

ϕ =

∫
D

d3y · φ(y)N
V

=
e

4πα
·
∫
D

d3y
e · (x− y)

|x− y|3
(161)

で与えられる。従ってこれら電気双極子モーメントにより生成される静電場は、

E = −∂ϕ

∂x

= − e

4πα

∫
D

d3y
1

|x− y|3

[
−3

(x− y · e)
|x− y|2

(x− y) + e

]
= − e

4πα
e

∫
D

d3y
1

|x− y|3
(162)
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と書ける。ここで右辺一段目のカッコ内の最初の項は Dが十分に広いので打ち消しあうものとした。さらに Dが
円形とし、その半径が十分に広く、原点を xに置き換えても近似的に Dが円形と見なせるとするならば、Dの半
径を rとすると

E = −πe

α
ln r e

= −π ln rP (163)

となる。即ち電場は電気双極子モーメントの方向 eと平行になる。またこの式から分かることは、双極子の正と負
の電荷間の距離が最小格子体積と比べ小さすぎる場合には α ≫ 1となり、電気双極子全体により生成される電場は
無視できることになる。これは直感的には明らかだと思う。

7.1.2 双極モーメントが一般的な分布をしている場合

今度は各格子点ごとに双極子モーメントが異なる配置をしているとする。これは例えば誘電体と呼ばれる物質（の
一例）中の分子配置の簡単な古典的モデルと見なすことが出来る。前節同様に微視的な意味での電気双極子モーメ
ントが pi = eai = eεei で与えられている場合を考える。ここで eiはもはや単位ベクトルとは限らない。また添え
字の iは各格子点を区別するためのものである。巨視的な意味での電気双極子モーメントP(x)を得るには、巨視的
な意味で格子点の分布が近似的に連続的であると見なせる程度の範囲の領域∆ (∋ x) 内での電気双極子モーメント
の平均 ⟨p⟩が必要である。格子点の個数密度を nとすると、領域∆内（体積∆v = εαとする）に対しての平均は

⟨p⟩ =
∑

i:∆内の格子点

pi

n∆v

=
e

nα

∑
i:∆内の格子点

ei (164)

である。巨視的な意味での双極子モーメント Pは P = n ⟨p⟩で与えられ、座標の連続的な関数であると見なせる。
巨視的な意味でのひとつの双極子モーメントから生成されるスカラー・ポテンシャルは

φ = P(x) · ∇
(

1

4π|x− y|

)
(165)

従って全ての双極子モーメントを考慮した場合には

ϕ =

∫
D

∗P(x) ∧ d

(
1

4π|x− y|

)
= −

∫
D

d ∗P(x)

4π|x− y|
+

∫
∂D

∗P
4π|x− y|

(166)

ここで ∂D上で P = 0であるとするならば、

ϕ = − 1

4π

∫
D

d ∗P(x)

|x− y|
(167)

となる。これとカレントにより生成される電磁ポテンシャルの表式 (66) と見比べると、電気双極子モーメントが存
在する場合には電荷密度

∗ρe := −d ∗P (168)

が存在すると見なして計算すればよいことが分かる。
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7.1.3 電束密度

前節で説明したように、電気双極子モーメントが存在する場合には全電荷密度には、存在する自由荷電粒子以外
に、双極子モーメントからの寄与がある。通常我々が直接観測することが出来るのは（意義はあるかもしれないが）
自由荷電粒子のみである。従って巨視的な意味では電荷密度は自由荷電粒子のみを換算するように定義するのが便
利である。そのような場合には、観測される電場 Eはもはや d ∗E = ∗ρを満たさない。「アンペールの法則」の節
で説明したように、その場合には通常電束密度Dを、ガウスの法則 d ∗D = ∗ρを満たすように定義する。さて、系
の電場は系に存在する自由荷電粒子と電気双極子モーメントにより生成される電場の和である。従って電場 Eにガ
ウスの法則を適用した場合、換算される電荷密度は自由荷電粒子と電気双極子モーメントの和 ρtotal = ρ+ ρe であ
る。即ち d ∗E = d ∗D− d ∗Pの関係式が成り立つ。このことから簡単な関係式

D = E+P (169)

が導かれる13。
通常は電場と電気双極子モーメントとの間には一定の関係が存在する。外部電場の存在する空間に誘電体を置い
た場合、誘電体中の各電気双極子モーメントのベクトルは外部電場と向きをそろえる。電気双極子モーメントによ
り生成される電場の影響で電気双極子モーメントはさらに向きを変えるであろう。そのようにして双極子モーメン
ト自身による影響で向きを変えていく。平衡状態に達したとき、外部電場と電気双極子モーメントにより生成され
る電場とを重ね合わせた全電場 Eと、電気双極子モーメントとは完全に同じ向きを向くであろう。従って電気双極
子モーメント Pと全電場 Eとは比例し、

P = χE (170)

と書けると仮定できる。この比例定数 χを電気比感受率と呼ぶ。また ε = 1+ χを誘電率と呼ぶ14。電束密度Dと
電場 Eとの関係は誘電率を用いて

D = εE (171)

と書ける。誘電率は物質の不均一さにより座標に依存したり、電場の各モードの振動数に依存したりする。実際に
は、以上のことは必ずしも一般的に成り立つとは限らない。場合によっては電気比感受率が負であったり、場合に
よっては一般的なテンソル（3× 3行列）の形を取ることもある。しかしここではこれ以上触れることはしない。

7.2 透磁率
この節では定常的な磁気現象を考えよう。

7.2.1 磁気モーメント

ある領域D内に電流 iが与えられた時、電流により生成されるベクトル・ポテンシャルは

A(x) =
1

4π

∫
D

d3y
i(y, y0)

|x− y|
(172)

であった。ここで y0 = t− |x− y|である。今位置 xが領域Dから十分に離れた位置であるとすると、

A(x) =
1

4π

(∫
D

d3y
i(y, t0)

|x|
+

∫
D

d3y
x · y
|x|3

i(y, t0) + · · ·
)

(173)

13ある 1-vector Kに対して ∗dKの形の不定性が残るが、これは本質的なことではないと思われるので無視した。実質的には電束密度 Dは
その発散が電荷密度を与えるものというくらいの意味しかないからである。

14真空中での誘電率 ε0 を ε0 = 1 ととらなかった場合には、誘電率は ε = ε0(1 + χ) となる。この場合には 1 + χ を比誘電率と呼ぶ。今は
真空中の誘電率を 1 と取っているので、誘電率と比誘電率とは区別する必要がない。
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ここで t0 = t−|x|である。ここで右辺第一項を計算しよう。y = (y1, y2, y3)、及び i = (i1, i2, i3)に対して、i = 1, 2, 3

とすれば

d ∗ (yii) = ∗ii + yid ∗ i (174)

と書けるので ∫
D

∗ii =
∫
D

d ∗ (yii)−
∫
D

yid ∗ i (175)

となる。右辺第一項は Dの表面積分となるが、電流が D内に限られているので 0となる。第二項を考えよう。電
荷の保存則 ∂t ∗ ρ+ d ∗ i = 0より ∂tρ = 0であればこの項も 0 となる。さてこれは何を意味するのだろうか。ある
領域 U で d ∗ i > 0であると仮定しよう。すると ∂t

∫
U
∗ρ =

∫
∂U

∗i > 0となり、これは領域 U 内の荷電粒子が増え
ていることを意味する。負の場合には逆に減ることを意味する。今の場合には定常的な磁気現象を考えているので、
∂t
∫
U
∗ρ = 0でないといけない。即ち d ∗ i = 0である。従って∫

D

∗ii = 0 (176)

以上より、(173)の右辺第一項は 0となる。第二項はというと、まず次の計算をしてみよう。

d ∗ (yiyji) = ∗(yjii) + ∗(yiij) + yiyjd ∗ i (177)

上記と同様の理由により左辺と右辺第三項は 0である。従って∫
D

∗(yjii + yiij) = 0 (178)

となる。従って (173)の右辺第二項に現れる積分は∑
i

xi

∫
D

∗yiij =
1

2

∑
i

xi

∫
D

∗(yiij − yjii)

=
1

2

∫
D

∗
(
(x · y) · i− (x · i) · y

)
= −1

2

∫
D

∗x× (y × i) (179)

となる。ここで a× (b× c) = b · (a · c)− c · (a · b)を用いた15。さてここで

m =
1

2

∫
D

∗(y × i)

(
=

1

2

∫
D

d3y · (y × i)

)
(180)

を磁気モーメント（磁気双極子モーメント）という。以上により電磁ポテンシャルは磁気モーメントを用いて

A =
1

4π

m× x

|x|3
(181)

と書ける。
ここで磁気モーメントmを表す式 (180)を見てみよう。積分変数を yから y + sに平行移動した場合、

m =
1

2

∫
D

d3y · (y × i) +
1

2
s×

∫
D

d3y · i (182)

となるが、第二項は上述のことから 0となる。即ち磁気モーメントの定義には積分変数の取り方に依存しないこと
に注意されたい。

15一応念のために注釈を入れておきます。この計算は”解析力学”note を参照のこと。
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次に微視的に見た場合を考える。微視的に見れば、電流 iとは荷電粒子の電荷 eと速度ベクトル vを用いて i = ev

と書ける。そうすると磁気モーメントは

m =
e

2
x× v (183)

一方荷電粒子の角運動量 Lは

L = x×mv (184)

従って角運動量と磁気モーメントとの関係式

m =
e

2m
L (185)

が得られる。しかし実際には最後のこの等式は必ずしも正しいとは限らない。電子のようにスピンを持つ粒子の場
合にはこれを考慮する必要がある。スピンとは古典的には電子の自転と思ってもよいかもしれない。しかしこれも
実際には正しくないということを断っておく。正確にはスピンとはローレンツ変換（もしくは空間回転の SO(3)）
のユニタリー表現を考える際に現れてくるものであり、量子論的な概念である16。電子の場合、正しい磁気モーメ
ントと角運動量との関係式は、スピンを Sと書くと

m =
e

2m
(L+ 2S) (186)

で与えられる。ここでスピンの前の factor 2は相対論的量子論により説明される。また実際にはこの factorは正確
に 2ではない。このずれは異常磁気モーメント17とよばれ電磁量子力学（QED）により非常に精度よく説明されて
いる（物理学史上、実験値と最もよく一致している！）。この factorは gと表され、g因子と呼ばれる。電磁量子力
学による計算によると、およそ g = 2.0023193である18。

7.2.2 一様な磁場の場合

簡単に磁場Bが近似的に一様であると仮定してみる。するとベクトル・ポテンシャルは

A =
1

2
B× x (188)

であることは容易に分かる。実際

∇× (B× x) = B(∇x)− (B · ∇)x

= 2B (189)

となるからである。ここで再び微視的に見てみる。電子ひとつに対して、ラグランジアン (45)式にベクトル・ポテ
ンシャル (188)を適用すると

L =
m

2
v̇2 + ev ·A− eϕ

=
m

2
v̇2 +

e

2
v · (B× x)− eϕ (190)

16詳しくは”クリフォード代数”note や”場の量子論”note を参照されたい。
17異常磁気モーメントは

α =
g − 2

2
(187)

で定義される。
18QEDについては”場の量子論”noteを参照のこと。ただし、そこでは磁気モーメントの計算は行っていない。詳しい計算はものの本を読ま
れたい。
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ここで、最後の等式の第二項目は電子と磁場との相互作用を表すポテンシャルエネルギーと解釈出来る。このポテ
ンシャル項をさらに書き換えよう。ポテンシャルを U と置くと、

U = −e

2
v · (B× x)

= −e

2
(x× v) ·B

= −1

2
(x× i) ·B (191)

従って物質全体の領域D全体で積分すれば、物質全体のポテンシャル U は (180)より磁気モーメントを用いて、

U =

∫
D

d3x · U

= −1

2

∫
D

d3x · (x× i) ·B

= −m ·B (192)

と書ける。最後の積分は磁気モーメントmを表す式 (173)が積分変数の取り方に依存しなかったことに注意され
たい。
ここで磁場Bが近似的に一様であるとしたが、ゆるやかに変化している場合を考える。近似的に上述のことは成
り立つから、物質が受ける力はポテンシャル U の勾配で与えられる。即ち

F = ∇(m ·B) (193)

となる。

7.2.3 磁気モーメントが分布している場合

古典的な見方を取ると、分子中の電子の運動により分子は磁気モーメントを持つ。従って物質中に分布した分子
の磁気モーメントにより磁場が生じる。双極子モーメントの場合の考察と同様に格子状に分布していると考えると
イメージしやすいかもしれない。物質全体の領域 Dを細分し、領域 Vi (i = 1, 2, 3, · · · )に分ける。各領域 Vi には
分子が 1つだけ含まれるように取る。この時ベクトル・ポテンシャルは

A(x) =
1

4π

∑
i

∫
Vi

d3y
i(y, y0)

|x− y|
(194)

となる。ここで Vi 内の積分に関して、積分変数を y = zi + yi と取ろう。ここで yi は Vi 内の固定点であり、例え
ば分子の中心に取ればよい。すると

A(x) =
1

4π

∑
i

∫
Vi

d3zi
i

|x− zi − yi|

=
1

4π

∑
i

mi × (x− yi)

|x− yi|3
(195)

ここで

mi =
1

2

∫
Vi

d3zi · (zi × i)

=
1

2
(zi × ii) (196)

である。ここで分子内には 1つの電子のみが存在していると仮定した。iiは Vi内の電子の速度 viを用いて ii = evi

と書ける。さて、ここで巨視的なスケールへ移るには、いくつかの Viを含むような、巨視的には 1点として見なせ
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る程度の領域Dj 内での平均を取ればよい。Dj 内に含まれる領域 Vi内の点 aiは全て同一の点として見なすことが
出来る。従って平均は磁気モーメントに対してだけ取ればよい。Dj の体積を∆v = εα、格子点の個数密度を nと
する。ここで Vi の磁気モーメントは、zi = εai とすれば

mi =
ε

2
(ai × ii)

=
ε

2
ḿi (197)

と書ける。従って磁気モーメントの平均 ⟨m⟩は

⟨m⟩ =
∑

i:Vi⊂Dj

mi

n∆v

=
1

2nα

∑
i:Vi⊂Dj

ḿi (198)

と書ける。巨視的な意味での磁気モーメントはM = n ⟨m⟩で与えられる。従って (195)の連続近似は

A(x) =
1

4π

∫
D

d3y
M(y)× (x− y)

|x− y|3
(199)

となる。ここでさらにこれを変形すれば

A(x) =

∫
D

d3yM×∇
(

1

4π|x− y|

)
=

∫
D

d3y
∇×M

4π|x− y|
+

∫
∂D

∗
(

M

4π|x− y|

)
(200)

ここで ∂D上でM = 0であるとすると、

A(x) =

∫
D

d3y
∇×M

4π|x− y|
(201)

を得る。これとカレントにより生成される電磁ポテンシャルの表式 (66) と見比べると磁気モーメントが分布してい
る場合には電流ベクトル

im = ∇×M (= ∗dM) (202)

が存在すると見なして計算すればよいことが分かる。

7.2.4 磁場の強さ

さて前節で磁気モーメントが分布している場合には、電流 im が存在していると考えなければいけないことを見
た。言い換えれば微視的に見れば原子核の周りを回っている電子により生成される磁場からの寄与が生じる。従っ
て微視的には、自由荷電粒子による電流 iと分子内の電子による電流 imにより生成される磁場が全磁場Bである。
即ち定常状態においては

dB = ∗i+ ∗im
= ∗i+ dM (203)

と書ける。さてここで巨視的には電流ベクトルは iで与えられる。従って巨視的には「アンペールの法則」の節で
説明したように、磁場の強さHをアンペールの法則 dH = ∗iを満たすように定義する。従って

H = B−M (204)
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が導かれる19。
さて統計力学的な観点からいうと、平衡状態においては系のエネルギーが最も低い準位が最も安定である。従っ
て (192)を見ると磁気モーメントと磁場の向きがそろった時に最もエネルギーが低くなるため、平衡状態に達する
と磁気モーメントは磁場と向きをそろえると考えられる。従って (204)より磁場の強さHも磁場と平行になるのが
分かる。通常は磁場を磁場の強さを用いて表すので、磁気モーメントMと磁場の強さHとの関係を

M = χ∗H (205)

と表す。比例定数 χ∗ を磁化率という。また µ = 1 + χ∗ を透磁率という20。従って磁場と磁場の強さとの関係

B = (1 + χ∗)H

= µH (206)

が得られる。

7.3 物質中のMaxwell方程式
前節までのことを踏まえて、巨視的に見たときの物質中のMaxwell方程式をもう一度考えてみよう。一般的に、

「アンペールの法則」の節で説明した電束密度と磁場の強さを用いたアンペール-マクスウェルの法則 (26) が成り立
つ。そこでの議論を繰り返すと、電荷の保存則 d4 † J = 0が成り立つので、ポアンカレの補題により d4 † F2 = †J
なる 2-form F2 が存在する。F2 = ∗H+D ∧ dtと置くと、物質中でのMaxwell方程式の内の 2式

dH− ∂t ∗D = ∗i (207)

d ∗D = ∗ρ (208)

が導かれる。Maxwell方程式の残りの 2式は、2-form F1 = ∗B+E∧ dtを定義すると d4F1 = 0により与えられる。
即ち

dE+ ∂t ∗B = 0 (209)

d ∗B = 0 (210)

である。この 2式から再びポアンカレの補題より、d4A = F1 なる電磁ポテンシャル A = A − ϕdtが定義できて、
これより

B = ∗dA (211)

E = −∂tA− dϕ (212)

が得られる。さてここで物質中のMaxwell方程式の最初の 2式 (207)、(208)にD = εE、及びH = 1
µBを代入し

よう。(207)は v2 = 1
µε と置けば

dB− 1

v2
∂t ∗E = µ ∗ i (213)

さらにこれに (211)、(212)を代入すると

d ∗ dA+
1

v2
∂t ∗ ∂tA+

1

v2
∂t ∗ dϕ = µ ∗ i (214)

19ある関数 f に対して df の形の不定性が残る。しかしこれも電束密度の時と同様に本質的なことではないので無視する。
20誘電率と同様に、真空中の透磁率 µ0 を 1に取らなかった場合には、透磁率は µ = µ0(1+χ∗)となる。この場合には 1+χ∗ を比透磁率と
呼ぶ。やはり今は µ0 = 1 なのでその区別は必要ない。
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これに両辺にホッジ作用素 ∗をかけたものの左辺は

δdA+
1

v2
∂2
tA+

1

v2
∂tdϕ = −∆A+

1

v2
∂2
tA+ d

(
1

v2
∂tϕ− δA

)
(215)

となる。(208)は

d ∗E =
1

ε
∗ ρ (216)

となる。これの両辺にホッジ作用素をかけたものに (212)を代入すると左辺は

− ∗ d ∗ ∂tA− ∗d ∗ dϕ = ∂t

(
δA− 1

v2
∂2
t ϕ

)
−∆ϕ+

1

v2
∂2
t ϕ (217)

以上によりゲージ固定条件を

δA− 1

v2
∂2
t ϕ = − ∗ d ∗A− 1

v2
∂2
t ϕ

= 0 (218)

と取れば（これもローレンツゲージと呼ばれる）、波動方程式(
−∆+

1

v2
∂2
t

)
A = µi (219)(

−∆+
1

v2
∂2
t

)
ϕ =

1

ε
ρ (220)

が得られる。ここで上で定義した v =
√

1
µε は物質中での電磁波の位相速度であることが分かる。また電場と磁場

の満たす波動方程式は (211)、(212)を用いれば(
−∆+

1

v2
∂2
t

)
E = −

(
µ∂ti+

1

ε
dρ

)
(221)(

−∆+
1

v2
∂2
t

)
B = µ ∗ di (222)

であることが分かる。以上が巨視的に見た物質中での電磁場の満たす波動方程式である。
一般的な場合における誘電体中の電束密度と電場、磁場の強さと磁場との関係はもっと複雑な形を取ることもあ
る。例えば誘電率と透磁率がそれぞれ電場と磁場の振動数ごとに異なる場合である。そのような場合には

D(x, w) = ε(w)E(x, w) (223)

H(x, w) =
1

µ(w)
B(x, w) (224)

のようになる。この時には、電束密度と磁場の強さはそれぞれ

D(x) =

∫ ∞

−∞
dweiwtε(w)E(x, w) (225)

H(x) =

∫ ∞

−∞
dweiwt 1

µ(w)
B(x, w) (226)

で与えられる。このような場合に上記のようなことをやろうと思えば、DとHに EとBを代入する際に時間成分
に関してフーリエ変換しておく必要がある。従って最終的に得られる電場と磁場の波動方程式には時間微分の項が
現れない。その場合には一般的にいって波動方程式の時間微分を振動数 wに置き換えたものとなる。即ち(

−∆− w2

v2(w)

)
E = −

(
iwµ(w)i(w) +

1

ε(w)
dρ(w)

)
(227)(

−∆− w2

v2(w)

)
B = µ(w) ∗ di(w) (228)
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となる（もう一度注意しておくが、これらの物理量は全て巨視的に見た時のものである）。これから誘電率や透磁率
を求めることが出来る。このような場合、系にカレントが存在しなければ、容易に分かるように波数ベクトルの大
きさ kと振動数 wとの間には

k2 =
w2

v2
(229)

なる関係がある。

7.4 電磁場中の荷電粒子の運動
この節では微視的に見た場合の、電磁場中を光速より十分遅い速度で運動する荷電粒子の運動を考えよう。この
場合には十分よい近似でニュートンの運動方程式が成立すると仮定できる。

7.4.1 水素原子による電磁波の散乱

水素原始中の電子による電場の散乱を考える。ここでは水素原子中の電子の運動を古典的な円運動と見なす。系
に存在する電場を簡単のため E = E0e

−iwt とする（この実部といってもいいがここの計算では本質的ではない）。
ここで E0 は時間に依存しないベクトルである。電場 E中の、水素原子核の周りを円運動する電子の運動方程式は

mẍ = −mw2
0x+ eE (230)

で与えられる（磁場によるアンペール力は無視できる。なぜなら真空中の電磁場 (138) より、光速 cをあらわに書
けば k = w

c より |B| ∼ 1
c |E| だからである。）。ここで w0 は電子の角振動数（原子核の周りを回る電子の角振動数

を固有振動数と呼ぶ）である。右辺の −mw2
0xの項は水素原子核のクーロン力を表している。今は円運動をしてい

ると仮定しているのでこのような形となる。また電子自身の作る電磁場による自己力（自己相互作用）は無視して
いる（自己相互作用は場の量子論において有効に取り入れられる）。この方程式の特解と斉次解との和が一般解であ
るが、斉次解は電子の固有振動を表しており、電場による強制振動を表しているのは前者のほうである。xを

x = x0e
−iwt (231)

とおくと

x0 =
1

m(w2
0 − w2)

eE0 (232)

よって

ẍ =
−eE0w

2

m(w2
0 − w2)

e−iwt (233)

この電子の運動から放射される電磁波が電子によって散乱された電磁波になる。従って散乱される電磁波は

|S| ∝ |ẍ|2

=
e2E2

0

m2(w2
0 − w2)2

w4 (234)

となる。この結果を見れば、入射電磁波の角振動数が電子の固有振動数と等しいところで最も散乱されるのが分か
る（この結果を見れば w = w0で発散しているが、実際には発散しない）。このように、散乱波のエネルギーが散乱
体の固有振動数でピークを作る現象を共鳴という。
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また、入射電場の角振動数 wが w0 より十分小さい時（w0 ≫ w）には

|S| ∝ w4

w4
0

(235)

を得る。このような散乱をレイリー散乱という。例えば空気分子による可視光の散乱を考えると、空気分子の大き
さ（0.1nm = 10−10mのオーダー）に対して、可視光の波長（400nm ∼ 800nmのオーダー）であるのでここでの
仮定が成り立つと考えてよい21。この結果によれば、散乱される電磁波は角振動数が大きいもの（波長の短いもの）
ほど、より散乱されるということになる。我々は、目に届いた散乱光を色として認識する。可視光の内、最も波長
の短い光は青い光である。従って、天気のいい昼間にはすがすがしい青空が見えるのである。逆に夕方になれば太
陽が沈んでいき、太陽からの光が目に届くまでに光が大気中を進む距離が長くなる。散乱された光は遠くまで届き
にくいので、目に届きにくくなる。従って散乱されにくい光が最も目に届くことになる。つまり可視光の内、一番
目に届くのは波長の最も長い赤い光である。だから夕方の空はきれいな赤に見えるのである。

7.4.2 プラズマ振動

空気中に電荷 eの荷電粒子が電離して自由に運動している場合、あるいは金属中の自由電子の運動は、荷電粒子
の速度ベクトル ẋに対して抵抗 −kẋを受けて運動する。前者は荷電粒子が空気分子との衝突による抵抗、後者は
自由電子が金属イオンとの衝突による抵抗である。前者のような状態をプラズマという。さて、ここで電場 Eがあ
る場合には電荷 eの粒子の運動方程式は

mẍ = −kẋ+ eE (236)

で与えられる。ここでも簡単のため電場を E = E0e
−iwtの形であるとする。今度は斉次解は指数関数的に減衰して

いく。従って定常状態ではその項は無視することが出来る。特解は ẋ = ae−iwtの形で求めることが出来る。運動方
程式に代入し aを求めると

a =
eE0

k − imw
(237)

となる。さて電流ベクトル iは、荷電粒子の個数密度を nとすれば

i = neẋ (238)

で与えられる。これに上で求めた ẋを代入すれば

i = σE ( σ =
ne2

k − imw
) (239)

を得る。σは電気伝導率といい、(239)はオームの法則として知られている。これから非斉次波動方程式は

(∂2
t −∆)A = i (240)

これを時間微分すれば E = −∂tAより

(∂2
t −∆)E = −σ∂tE

= iwσE (241)

21電磁波の波長 λ と角振動数 w の関係は w = c
λ
∼ 1015[1/s] の order。一方水素原子中の電子の角振動数は、角運動量と角振動数との関係

から概算できる。角運動量と角振動数の関係は L = mr2w。量子論によれば水素原子中の軌道角運動量の order がプランク定数 ℏ 程度なので
10−34[kg ·m2/s2] の order。電子の質量が 10−30[kg] の order。従って角振動数は 1017[1/s] の order となる。
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となる。必然的に系に存在する電場はこの方程式も満たさなければならない。これをさらにまとめると

∆E = −(w2 + iwσ)E

= −w2(1 +
iσ

w
)E (242)

となる。ここで ε = 1 + iσ
w と置く。ここでmw ≫ kとすると σ = ine2

mw と近似出来て、

ε = 1−
w2

p

w2
( wp =

√
ne2

m
) (243)

となる。ここで wp はプラズマ振動数と呼ばれる。また電場の満たす方程式は

∆E = −w2εE (244)

と書ける。即ち εは誘電率と解釈できる22。この場合誘電率は振動数 w に依存している。また一般的な電場を考え
る場合には、各振動数 wのモードについて重ね合わせる必要がある。wp < wの時は ε > 0 となり、電場は振動し
ながら位相速度 v =

√
1
ε で進行する。wp > wの時には ε < 0となり、電場は指数関数的に減衰する。言い換えれ

ば電場はその電離層、もしくはその金属中に入り込めない。従って電場の振動数が十分に弱ければ、金属内の電場
は 0であり、従ってスカラー・ポテンシャルは一定であることが分かる。
この現象を”場の量子論”的な視点から見てみよう23。ここでの近似のもと、(241)は wp を用いて書き直せば

(−∂2 + w2
p)E = 0 ( −∂2 = ∂2

t −∆ ) (245)

と書ける。これは場の量子論では質量が wp の粒子の場を表す方程式である。言い換えれば電場が荷電粒子との相
互作用により質量 wp を獲得していると解釈出来る。このような現象は場の量子論での Higgs機構と似ている点が
ある。電磁場のゲージ対称性は電磁場に質量項があるとなくなる。即ち電磁場と荷電粒子との相互作用により電磁
場はゲージ対称性を失っている。このように力学的に対称性が破れてしまうことを自発的対称性の破れという。方
程式 (245)を満たす粒子の運動量 pとエネルギー E の関係は、プランク定数 ℏを用いて

E2 = p2c2 + (ℏwp)
2 (246)

で与えられる。ここで p = ℏkである。以下では記号を簡単にするために ℏ = c = 1と置く。wp < w の場合には
E = wともなりうる。wp > wの場合にはそうならない。一般に電磁場は E0e

−iwt の形のモードの重ね合わせであ
る。それらのモードの内、w2 = p2 +w2

pを満たすモードがエネルギーEのモードとなる。従ってE < wpのモード
は存在しない。言い換えれば、そのエネルギーの電磁波はこの電離層もしくは金属中に入り込めないのである。電
磁波は中に入ろうとした瞬間に質量 wp (

ℏwp

c2 )を持ち重くなる。電磁波の持っているエネルギー E の一部が質量エ
ネルギー wp (ℏwp)に変換されるのである。従って E < wp の電磁波はエネルギーが足りないので中に透過できず
に反射されるであろうと考えられる。結果、そのような場は中では指数関数的に減衰する。
次に振動数が十分に小さく（即ち k ≫ mw）、電場 Eが近似的に定ベクトルである場合を考えておこう。この場
合には運動方程式の解は近似的に ẋ = a exp(− k

m t) + e
kE となる。従って定常状態では指数部分は完全に減衰する

ため、i = ne2

k Eとなる。このような場合には電気伝導率は σ = ne2

k で与えられ、これは電気抵抗率 k
ne2 を与える。

ここで仮定した条件は k
ne2 ≫ w

w2
p
と表すことが出来る。この場合にも誘電率は虚数部を含み、従って金属中の電場

は減衰する。
一般的に言って物質中に（巨視的な意味で）荷電粒子が存在しなければ、誘電率が負の場合、もしくは虚数部が
ある場合には波数ベクトルが虚数となり、電場は指数関数的に減衰する。従ってその場合には、物質の表面付近に
だけ電場が存在することになる。

22実際には誘電率 εと透磁率 µとの積 εµであるが、ここでは簡単のため、自由電子により作られる磁気モーメントはバラバラなため平均し
て 0 であると考え、透磁率を 1 であるとした。

23以下の説明について、詳しくは”場の量子論”note を参照されたい。
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7.5 物質中の電磁波
7.5.1 光の分散

物質中での電磁波について考察しよう。物質を形成する原子中の電子の運動を古典的な円運動と考える。従って
そこに電磁波が照射された時の、電子の運動方程式は (230)と同じである。従って電流ベクトル iは、電子の個数
密度を nとすると

i = neẋ

=
−iwne2

m(w2
0 − w2)

E (247)

となる。電気伝導率は

σ =
−iwne2

m(w2
0 − w2)

(248)

である。今度は系に存在する電場の満たすべき方程式は

∆E = −(w2 + iwσ)E

= −w2

(
1 +

ne2

m(w2
0 − w2)

)
E (249)

である。従って誘電率は

ε = 1 +
ne2

m(w2
0 − w2)

= 1 +
w2

p

(w2
0 − w2)

(250)

で与えられる24。この式を見て分かるように、ε − wグラフを書けば、w0 を対称軸とした双曲線となる。w → ∞
の極限で、下から ε → 1 に近づき、左から w → w0 の極限で、ε → ∞となっている（下図）。

w0

1

ε

w

後に説明するが、n =
√
εは屈折率と解釈出来る。従って可視光域が w0より高いところにあるか、低いところにあ

れば光の分散は波長の順に並ぶことになる。可視光域に w0 が入っていれば光の分散は波長の順に並ばないことに
なる。これは異常分散と呼ばれる。このように屈折率を角振動数の関数として表したものは分散公式と呼ばれる。

24ここでは各原子は磁気モーメントを持つが、物質全体としては磁気モーメントの向きがバラバラになって揃ってないと考え、やはり磁気モー
メントは打ち消しあい 0 であると考える。従って透磁率は 1 であると仮定している。
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7.5.2 波束

前節で物質中などの、電磁波と相互作用する荷電粒子が存在する場合の電磁場を考えた。そのような場合には電
磁波の各モードの角振動数 wは波数ベクトル kの関数 w(k)として表される。この関係式はこれまでの例の場合に
は (242)より、誘電率を ε(w)とし、

k2 = w2ε(w) (251)

から求めることが出来る。
さて、ここで ε < 1の時には位相速度 v =

√
1
ε が光速 c (= 1)よりも大きくなる。実際 (246)の関係式によれば、

位相速度は v = E
|k| =

√
k2+w2

p

|k| > 1 (= c)で与えられる。これは必ずしも信号が光速より早く伝達することを意味し
ない。例えば電気信号は電磁波のかたまり（これを波束という）によりなる。即ちある瞬間を取れば、電磁波があ
る領域の中にだけにかたまって存在している（下図）。

そのような波は様々な波長、従って様々な波数ベクトルのモードの重ね合わせにより形成される。従って波束は

A =

∫
d3k

(2π)32w

(
a(k)ei(kx−w(k)t) + a∗(k)e−i(kx−w(k)t)

)
(252)

の形を取る。この時波数ベクトル k0で a(k)がピークを作り、k0を中心としたある範囲Dk0
の外では a(k) = 0と

なる場合には、

A =

∫
Dk0

d3ḱ

(2π)32w

(
a(ḱ+ k0)e

i((ḱ+k0)x−tw(ḱ+k0)) + h.c

)
= ei(k0x−w(k0)t)

∫
D0

d3ḱ

(2π)32w
a(ḱ+ k0)e

iḱ(x− ∂w
∂k (k0)t) + h.c (253)

となる。ここで h.cはエルミート共役の意味である。積分は全体として x− ∂w
∂k (k0)tの関数である。言い換えれば

速度 ∂w
∂k (k0)で進む波を表している。波束は平均してこの速度で進行する。この速度を群速度という。波のかたま

り自体は上式の頭についた指数の位相に従って振動している。例えば w2 = k2 + w2
p の場合には（E = w、p = k）

∂w

∂k
=

p

E
(254)

となる。
では極端な場合として k = k0に極端なピークを持ち、それ以外の波数ベクトルで a(k) = 0となるような場合は
どうなるでろうか。式で表すならば a(k) ∼ δ(k − k0)の場合である。この場合にはAは上式の頭についた指数に
比例した形となる。これは電磁波が速度 v = w(k0)

|k0| で進行しているということであろうか。量子論的な解釈をする
ならば、電磁場は量子化されることにより、粒子としての性質を持つ。これを光子という。運動量 p = ℏkが特定
の値を取るために、不確定性関係により光子の位置が完全に不定となる。従って量子論的な観点からいうと、光子
があらゆる場所に（等確率で）存在することになる。従って位相速度が光速より早いことによる物理的な問題はな
んら生じない。
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7.5.3 光の屈折と反射

2つの異なる（正の）誘電率 ε1 及び ε2 の誘電体が接している場合、それらの間の巨視的な電磁場の境界条件を
考えてみよう。ここでは誘電体中に自由荷電粒子が存在しないとする。従って巨視的なMaxwell方程式は

dH− ∂t ∗D = 0 (255)

dE+ ∂t ∗B = 0 (256)

d ∗D = 0 (257)

d ∗B = 0 (258)

となる。実際にはここではこれら全ての式を使うわけではないが一応書き下しておいた。さて 2つの誘電体が接し
ている面の一部に着目しよう。

n1

n2

t1

t2

S
ε1

ε2

上図の上面が誘電率 ε1の誘電体、下面が誘電率 ε2の誘電体である。図の点線で囲まれた（面の）領域を Sとする。
S の上面から出る法線ベクトルを n1、下面から出る法線ベクトルを n2とする。また上面の接線ベクトルを t1、下
面の接線ベクトルを t2 とする。ベクトルの方向は図の通りである。(256)式を S で積分すると∫

S

dE+ ∂t

∫
S

∗B = 0 (259)

ここで S を法線方向の間隔を→ 0に近づければ S の面積が→ 0となり、第二項は無視出来る。第一項はストーク
スの定理より S の周回積分となるが、そのような極限のもと Eの接線成分のみが寄与する。従って上面の電場を
E1、下面での電場を E2 と置けば

E1 · t1 +E2 · t2 = 0 (260)

ここでこの極限のもと t1 = −t2 となるので、結局

(E1 −E2) · t1 = 0 (261)

を得る。さてここで電磁場の屈折と反射を考えよう。電場が上方から誘電体の境界面に入射し、一部は透過して残
りは反射する。入射電場を Ein とし、、反射した電場を Eref、透過した電場を Epen と置こう。上の電場の境界条
件に当てはめるとE1 = Ein +Eref 及びE2 = Epenである。磁場に関しても同様に条件が得られる。上面での磁場
をB1、下面での磁場をB2 と置く。ここでは 2つの誘電体の透磁率は共に 1であるとしよう。すると (255)より電
場と同様の条件

(B1 −B2) · t1 = 0 (262)

が得られる。入射磁場をBin、反射磁場をBref、透過磁場をBpen とすればB1 = Bin +Bref 及びB2 = Bpen で
ある。次に条件 (257)を、上記の S を断面として持つような領域で積分することにより、Dの法線成分のみの寄与
が残る。従ってD = εE及び n1 = −n2 より

(ε1E1 − ε2E2) · n1 = 0 (263)
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が得られる。磁場に関しても法線成分に関して同様の条件が得られる。これらの条件は後で用いることになる。
さて、さて簡単のためこれらの電磁波が平面波であると仮定する。それらの波数ベクトルをそれぞれ k1、k2、k3

とし、それら波数ベクトルの法線軸との成す角をそれぞれ θ1、θ2、θ3とする。また簡単のため座標軸を接線方向を
x軸に、法線方向を y軸に、それらに垂直な方向を右手系で z軸に取ろう（下図）。

x

y

z

θ1 θ2

θ3

k1 k2

k3

Ein
Eref

Epen

すると今は平面波なので（そうでなくても各モードに関しては）各電場が全て 0でないならば境界面上では位相が
全て揃っている必要がある。従って境界面上で

k1 · x = k2 · x = k3 · x (264)

(265)

及び振動数は全て wである。また境界面上では y = 0である。境界面上で常にこの関係が成り立つためには各波数
ベクトル ki の x成分と z 成分がそれぞれ全て等しくないといけない。ここでは簡単のため z 成分が 0となるよう
に座標系を取り直そう。従って x成分に関して

k1 sin θ1 = k2 sin θ2 = k3 sin θ3 (266)

が成り立つ。ここで波数ベクトルと振動数との関係は k2i = w2

v2
i
（viは波数ベクトルが kiの電場の位相速度。従って

v1 = v2 である）なので
sin θ1
v1

=
sin θ2
v1

=
sin θ3
v3

(267)(
ε1 sin

2 θ1 = ε1 sin
2 θ2 = ε2 sin

2 θ3

)
が得られる。従って sin θ1 = sin θ2、即ち入射角と反射角は等しい。また入射波と透過波との関係は

sin θ1
sin θ3

=
v1
v3

= n (268)

で与えられる。これをスネルの法則という。誘電率が異なれば当然位相速度も異なるので、一般的には n ̸= 1であ
る。即ち電磁波は誘電率の異なる誘電体に透過した時、屈折する。さて今電磁波が真空から誘電体中へ入射する場
合を考えれば、誘電体中での位相速度を vとすると

n =
1

v
(269)

なる関係が見出せる。nを屈折率という。
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ここで (267)より、sin θ3 =
√

ε1
ε2

sin θ1 と書けるが、これには条件 0 ≤ sin θ3 ≤ 1が課せられないといけない。
従って θ1 が

sin θ1 >

√
ε2
ε1

(270)

の条件を満たす時には電磁波は透過しない。言い換えると入射電磁波は全反射する。これは必然的に ε2 < ε1 でな
いと起こりえない。
ここでさらに計算を進めてみよう。入射電場 Ein はクーロンゲージの場合には k1 · Ein = 0 なので、Ein =

(a1, a1 tan θ1, b1)と書ける。同様にして Eref、Epen も表すことが出来て、まとめると

Ein = (a1, a1 tan θ1, b1) (271)

Eref = (a2,−a2 tan θ1, b2) (272)

Epen = (a3, a3 tan θ3, b3) (273)

の形で書ける。さて条件 (261)より t1を x方向の単位ベクトルに取れば、a3 = a1 + a2が得られる。同様に t1を z

方向の単位ベクトルに取れば b3 = b1 + b2 が得られる。これらの y成分に関して (263)より、

ε1a1 tan θ1 − ε1a2 tan θ1 = ε2(a1 + a2) tan θ3 (274)

まとめれば

a2 =
ε1 tan θ1 − ε2 tan θ3
ε1 tan θ1 + ε2 tan θ3

a1

=
sin θ3 cos θ3 − sin θ1 cos θ1
sin θ3 cos θ3 + sin θ1 cos θ1

a1

=
sin(θ3 − θ1) cos(θ3 + θ1)

sin(θ3 + θ1) cos(θ3 − θ1)
a1

=
tan(θ3 − θ1)

tan(θ3 + θ1)
a1 (275)

と書ける。次に磁場に関する条件を考えよう。平面波の場合には磁場は電場を用いて

B =
k

w
×E (276)

と書けたことに注意しよう。従って磁場に対する条件 (262)より t1 を x方向の単位ベクトルに取れば

−k1b1 cos θ1 + k2b2 cos θ1 = −k3(b1 + b2) cos θ3 (277)

が得られる。まとめると

b2 =

√
ε1 cos θ1 −

√
ε2 cos θ3√

ε1 cos θ1 +
√
ε2 cos θ3

b1

=
sin(θ1 − θ3)

sin(θ1 + θ3)
b1 (278)

となる。ただし k1 = k2 =
√
ε1w、k3 =

√
ε2wを用いた。これらの条件式をフレネルの公式という。ここで θ1+θ3 = π

2

の場合には tan(θ3 + θ1) = ∞となるので a2 = 0となる。この時 tan θ1 = nとなる。この条件を満たす入射角をブ
リュースターの偏光角という。
最後に誘電率が振動数に依存する場合について簡単に触れておこう。例として「プラズマ振動」の節の結果を用
いてみよう。誘電率を ε1 = 1、ε2 = 1 − w2

p

w2 と置こう。このような場合には電磁場の各振動数のモード毎にこれま
での議論を当てはめればよい。条件 (267)より

sin2 θ3 =
w2

w2 − w2
p

sin2 θ1 ≥ 0 (279)
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でないといけない。従って w < wp の場合には透過電磁波は存在しえない。これは「プラズマ振動」の節の結果と
一致する。

7.5.4 回路中の定常電流

金属導線の中を定常電流が流れている場合を考える。この場合、定常電流なので、巨視的なMaxwell方程式の時
間微分に関する項は 0となる。

dE = 0 (rotE = 0) (280)

より、スカラー・ポテンシャル ϕを用いて、

E = −dϕ (281)

と書ける。オームの法則より i = σEである。従って回路の導線に沿った曲線を C とすると∫
C

i = σ

∫
C

E (282)

となる。回路は閉じているが、実際には回路の一方は電極のプラス極に接続されており、もう一方はマイナス極に
接続されているため、導線のそれぞれの端点どおしは繋がっておらず、従って導線に沿った曲線 C に沿った積分は、
曲線 C のプラス極側の端点を p1、マイナス極側の端点を p0 として、それらの点でのスカラー・ポテンシャルをそ
れぞれ ϕ1、ϕ0 と置けば、

−
∫
C

E =

∫
C

dϕ = ϕ1 − ϕ0 (283)

となり、ϕ1 と ϕ0 との電位差となる。回路中の電気伝導率 σが一定であるならば、回路中のスカラー・ポテンシャ
ルは端点 p0からの、曲線 C に沿った位置 rでのスカラー・ポテンシャルは ϕ = (ϕ1 − ϕ0)r/L+ ϕ0で与えられる。
ただし Lは曲線 C の長さである。電気伝導率 σが回路中一定ではなく、ある区間 I でのみ σ ∼ 1の値をとり、それ
以外の区間 L1（マイナス極側）と L2（プラス極側）では σ ≫ 1の場合には、区間 I においてスカラー・ポテンシャ
ルは ϕ = (ϕ1 −ϕ0)r/L+ϕ0の関係となる。ただし、この場合には Lは区間 I の長さであり、rは区間 I の始点から
の距離である。L1および L2それぞれの区間の中ではスカラー・ポテンシャルは一定である。この時には区間 I と
区間 L1 との接合部と I と L2 の接合部それぞれにおいてスカラー・ポテンシャルの微分 dϕが連続はなくなってし
まう。従って、例えば L1 と I との接合部を囲むように導線を切り取ったような領域をDとすれば、ポアソン方程
式より接合部においては区間 L1側での dϕの値 (= 0)と区間 I 側での dϕの値との差に導線の断面積 Aをかけた値∫

D

divE · d3x = −
∫
∂D

∗dϕ = −A

L
(ϕ1 − ϕ0) (284)

だけの電荷が存在することになる。もう一方ではこの逆符号の電荷が存在する。これは区間 L1から流れ込んでくる
電子が、電気伝導率が低い区間 I へ流れ込む時に、急に電子が流れにくくなるために、接合部での電子の密度が周
囲より高くなっていると解釈することができる。一方、区間 I からまた区間 L2 ヘ流れ出ていく時には電気伝導率
が高くなり、一気に流れやすくなるために電子の密度が周囲より低くなっているという風に解釈することができる。
ここで定常電流でのオームの法則は電場中の電子の運動方程式

m
d2x

dt2
= −m

τ

dx

dt
+ eE (285)

を考えればよい。ここで τ は緩和時間と呼ばれる。定常状態では d2x
dt2 = 0であるため

ev =
e2τ

m
E (286)
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が得られ、これに電子の個数密度 nを書ければ

i = env =
ne2τ

m
E (287)

が得られる。定常電流の電気伝導率は σ = ne2τ
m と得られる。

8 特殊相対性理論
「ローレンツ対称性」の節で説明したように、Maxwell理論はニュートン力学の持つガリレイ変換による共変性、
即ちガリレイ対称性を持たない。代わりにローレンツ対称性を持っていることが分かった。この節ではアインシュタ
インによるローレンツ対称性を持った力学、即ち特殊相対性理論を説明しよう。これは重力現象を除いた巨視的な
意味での力学を説明する。また、光速 cが十分に大きいと見なせる程度の速度においては、近似的にニュートン力学
を再現する。この章では光速 cを 1に取らないようにしておく。従ってミンコフスキー時空の座標系は xµ = (ct,x)

である。

8.1 ローレンツ変換
この節では簡単に固有順時ローレンツ群（以下簡単にローレンツ群と呼ぶ）SO(1, 3) による変換のもと、慣性系
における時空の座標系がどのように変換しうるかを考察しよう。ローレンツ群を調べる最も簡単な方法は基準となる
時空内の点をひとつ選び、それがローレンツ変換のもとどのように変換するかを調べることである。簡単のために
まずは 2次元の時空 xµ = (ct, x)で考えてみる。基準となる点を (ct0, 0)とする。さてローレンツ変換のもと β = v

c

と置くと
ct =

ct0√
1− β2

(288)

x =
−βct0√
1− β2

(289)

となる。ctと xとの関係は、β を消去すれば
−(ct)2 + x2 = −c2t20 (290)

で与えられる。逆にある点 (ct, x)がこの関係 (290)を満たすならば β < 1なる βを用いて上の関係式 (288)、(289)

が得られる。即ちそれらの点はローレンツ変換で移り変わることが出来る。v = cβと置けば、これはもとの慣性系
とこのローレンツ変換により移った慣性系との間の相対速度と見なせる。従って、点 (ct0, 0)からローレンツ変換に
より移ることの出来る点全体は (290)により特徴付けられる。下図 fig.1 の双曲線がそれらの点を表している。上側
が t0 > 0の時に (ct0, 0)から移ることの出来る点全体からなる曲線であり、下側が t0 < 0の場合である。

fig.1

x

ct

ct0

fig.2

x

ct

ct = x

ct = −x

fig.3

x

ct

x0
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次に基準となる点を時間成分空間成分が等しい (ct, x) = (k, k)に取ろう。この場合には時間と空間座標との関係は

−(ct)2 + x2 = 0 (291)

で特徴付けられる。点 (k,±k)はローレンツ変換のもと

ct =
1∓ β√
1− β2

k = αk (292)

x = ± 1∓ β√
1− β2

k = ±αk (293)

と変換する。ここで αは (k, k)の場合には α =
√

1−β
1+β であり、(k,−k)の場合には α =

√
1+β
1−β である。従っていず

れの場合にも β が −1 < β < 1の範囲を動く時、αは任意の正の値に取ることが出来る。従って (291)で表される
直線の (k, k)もしくは (k,−k)と同じ象限にある任意の点に移ることが出来る（上図 fig.2）。
残りは基準となる点を (0, x0)に取った場合がある。ローレンツ変換のもと

ct =
−βx0√
1− β2

(294)

x =
x0√
1− β2

(295)

へと移る。この場合には実質的に最初の場合で ctと xとを入れ替えたものに等しい。従って (0, x0)からローレン
ツ変換によって移ることの出来る点全体からなる曲線は上図 fig.3 のようになる。特徴づける関係式は

−(ct)2 + x2 = x2
0 (296)

で与えられる。
最初の場合において ct0を全ての正と負の実数に渡って変動させれば、fig.2 で表される直線の上側と下側の領域
は (ct, 0)から全てローレンツ変換によって移ることが出来る。最後の場合では x0 を全ての正と負の実数に渡って
変動させれば、(0, x0)から直線の両側全てに移ることが出来る。従って以上でローレンツ変換によって移ることの
出来る時空点について全ての可能性が分かった。
次にローレンツ変換を恒等変換 1から連続的に変化させていった場合にそれぞれの基準点がどう動いていくかを
見てみよう。β = 0の時、恒等変換である。βを 0から正の方へ増やしていった時、基準点 (ct0, 0) (t0 > 0)は (289)

より x < 0の方向へ双曲線に沿って動いていく。逆に t0 < 0の場合には x > 0の方向へ動いていく。従って ct軸は
直線 ct = − 1

βxへと移る。今度は基準点 (0, x0)の動きを見てみよう。同様に基準点は x0 > 0の場合には ct < 0の
方向へと動いていく。x0 < 0の場合には ct > 0の方向である。従って x軸は直線 ct = −βxへと移る。まとめてグ
ラフに描いたものが下図である。また直線 ct0 = a（aは定数）は (105)及び (106)より ct+ βx = αa (α =

√
1−β
1+β )
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なる直線に、x0 = b （bは定数）なる直線は βct+ x =
√
1− β2 · bなる直線に移る。

x

ct
ct = xct = −x

ct = − 1
βx

ct = −βx

time like

space like

さて一般的な 4次元ミンコフスキー時空の場合には、xを r = |x| ( x = (x, y, z) ) に置き換えただけである。また
(ct)2 = x2で表される 4次元の超曲面は光円錐（light cone）と呼ばれる。これは空間成分が 2つの 3次元時空を考
えた時、この条件で与えられる領域が円錐を成すからである。4次元時空の場合には 4次元の円錐を成す。光円錐
の中に相当する領域を時間的（time like）領域、外側に相当する領域を空間的（space like）領域という。また 4次
元ベクトル vがそれぞれの領域に属する場合には、ベクトル vは時間的、または空間的などと呼ばれる。
以上の解析の意味するところをさらに理解するために、一定の速度で移動する質点の運動を考えよう。再び 2次
元ミンコフスキー時空で考える。今基準とする慣性系を任意にひとつ選び、それをK0 系（座標を (ct0, x0)で表す
ことにする）と呼ぼう。質点が基準系K0 において一定速度 v0 = cβ0 で運動し、時刻 t0 = τ0 に位置 x0 = λ0 を通
過していたとしよう。基準系K0 での質点の軌道は

ct0 =
1

β0
(x0 − λ0) + cτ0 (297)

で与えられる。この直線がローレンツ変換のもとどう変わるか見てみよう。K0 系との相対速度 v1 = cβ1 の慣性系
K1（座標を (ct1, x1)で表すことにする）へのローレンツ変換は(

cdt1

dx1

)
=

 1√
1−β2

1

− β1√
1−β2

1

− β1√
1−β2

1

1√
1−β2

1

( cdt0

dx0

)
(298)

で与えられた。ここに (297)より与えられる条件 cdt0 = 1
β0
dx0 を用いて、cdt0 と dx0 を消去してまとめると cdt1

と dx1 との関係式

cdt1 =
1− β0β1

β0 − β1
dx1 (299)

が得られる。これと (297)とを見比べると、

v =
v0 − v1
1− v0v1

c2

(
β :=

v

c
=

β0 − β1

1− β0β1

)
(300)
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は慣性系K1から見た、質点の速度であると解釈することが出来る。これは特殊相対性理論における速度の合成則で
ある。特に v0 = c, v1 ̸= cと置けば v = cとなる。即ち光速はどの慣性系から見ても一定である。また基準系K0の
点 (cτ0, λ0)に対応する慣性系K1 の点を (cτ1, λ1)とすれば

cτ1 =
cτ0 − β1λ0√

1− β2
1

(301)

λ1 =
λ0 − β1cτ0√

1− β2
1

(302)

(303)

である。これらを用いて、質点の軌道は慣性系K1 では

ct1 =
1

β
(x1 − λ1) + cτ1 (304)

で与えられる。ここで β は (300)で与えられる。
以上のようにローレンツ変換は異なる慣性系の間の座標変換を表している。「ローレンツ対称性」の節で説明し
たように、β ≪ 1の場合にはガリレイ変換を再現する。基準系K0における ct0軸と x0軸はローレンツ変換を行い
K1 系に移ると、もはや直交軸ではなくなる。特に x0 軸は水平ではなく、ct = −βxに移った。これの意味すると
ころは、K0系で異なる位置で同時に（例えば時刻 t0 = 0に）起こった事象は、K1系においてはもはや同時刻に起
こった事象ではなくなるということである。言い換えると相対論では異なる慣性系間では同時性は成り立たない。

8.2 固有時間
さてMaxwell理論は計量行列

ηµν =


−1

1

1

1

 (305)

を持つ flatな多様体上の言葉で記述することが出来た。この計量行列により与えられる計量 ds2 は

ds2 = ηµνdx
µdxν

= −c2dt2 + dx2 + dy2 + dz2 (306)

である。通常リーマン幾何では計量（線素）はそれを適当なベクトル場（によって生成される曲線）に沿って積分す
れば、その曲線の長さ（距離）を定義する（”幾何のお話”noteや”ゲージ理論”noteを参照）。ではミンコフスキー
時空での線素は何を意味するのだろうか？異なる慣性系の座標系間ではローレンツ変換で変換することが出来て、
この計量 ds2 が定義より明らかにローレンツ変換のもと不変であるので、ds2 は慣性系の取り方に依存しない幾何
学的な量である。慣性系K0（座標系を (ct0, x0)と置く）において第 0成分のみが 0でないベクトル場 u = ∂0を考
えてみよう。このベクトル場に対しては線素は ds2 = −c2dt20 となる。ここで新たに

dτ2 = − 1

c2
ds2 (307)

なる量を定義しよう。すると

dτ = dt0 (308)
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となる。即ちここで定義した dτ はそのベクトル場が速度 0となるような慣性系K0における経過時間を表している。
一方、系K0 に対して相対速度 v = cβ の慣性系K1（座標系を (ct1, x1)とする）に対してはもはやベクトル場 u

はどの成分も一般には 0とはいえないので ds2 = −ct21 + dx2
1 である。従って

ds2 = −c2dt20 = −c2dt21 + dx2
1 (309)

である。dτ をこの系の座標系で表すと

dτ =

√
1−

(v
c

)2
· dt1 (310)

となる。ここで v = |v| = |dx1

dt1
|である。これの意味するところを考えるため、次の思考実験を行う。慣性系K に静

止した状態で、系K で観測すると一定の時間間隔∆τ で点滅する粒子を想定しよう。この時、慣性系の選び方には
依存しない。さて今慣性系K0 にこの粒子が静止しているとする。一方でK0 に対して一定な相対速度 v で動いて
いる慣性系K1で、この点滅の時間間隔がどのようになるかを考えよう。K1から見るとこの粒子は一定速度 vで運
動している。K1で観測される点滅の時間間隔を∆t1とすると、∆t1の間に粒子の動く距離は∆x1 = v∆t1 である。

x1

ct1

c∆t1

∆x1

図で表すと、上図の原点で一度点滅し、次に (c∆t1,∆x1)でもう一度点滅するのが観測される。この間の時間間隔
は系K0 においては∆τ であるので

∆τ =

√
1−

(v
c

)2
·∆t1 ( < ∆t1 ) (311)

なる関係が得られる。即ち系K1 で観測する点滅の時間間隔∆t1 は系K0 上で観測した時の時間間隔∆τ よりも長
い。このことを指して運動している系の時間が遅れると表現される。ここで注意しておくが、この場合には系 K0

の立場と系K1の立場とは全く違うということである。粒子は系K0に対しては静止しており、系K1に対しては動
いている。従って粒子が系K1 に静止しているならば、今度は逆のことが成り立つのである。
さて、以上により dτ の意味が分かったと思う。dτ を粒子の運動する時空内の経路に沿って積分することにより
得られる値は、その粒子が静止していると見なせる慣性系における時計で測った時の時間を与えると考えられる。
その意味において dτ は固有時間と呼ばれる。この概念は慣性系以外の系においても拡張して定義される。粒子の任
意の運動に対して、任意の時刻における粒子の速度と同じ速度で運動する慣性系を想定すれば、速度が一致した瞬
間にはその慣性系における時間間隔が粒子の固有時間に等しくなるからである。ここで注意しておかなければいけ
ないことは、粒子が全ての時刻において完全に静止していると見なせる系を選んでしまうと一般的にはもはやその
系は慣性系ではないというということである。
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8.3 一定の速度で運動する棒がどう見えるか
この節では、一本の棒が一定の速度で移動している場合に、それが相対論的にはどのように観測されるかという
問題を考えよう。ここで棒の長さは、その棒が静止している慣性系K1 においては長さ Lであるとしよう。もちろ
んこれは慣性系の選び方に依存しない。また話を簡単にするために 2次元の時空で考えよう。任意の慣性系K に対
して、系K1が一定の相対速度 v (β = v

c ) で移動しているとする。系K の座標 (ct, x)と系K1の座標 (ct1, x1)との
間はローレンツ変換 (

cdt

dx

)
=

 1√
1−β2

β√
1−β2

β√
1−β2

1√
1−β2

( cdt1

dx1

)
(312)

の関係がある。従って系K1 での棒の始点から終点までのベクトルは、系K においては ( vL/c√
1−β2

, L√
1−β2

)となる。
系 K から見ると、始点も終点もそれぞれが一定の相対速度 v で移動していることになる。従って系 K から見た、
始点と終点の軌跡をグラフで描くと共に同じ傾きの 2つの直線を描くのが分かる（下図）。

x

ct

x1

ct1

(313)

それらの直線を求めるために、系K1から見て棒の始点と終点の描く軌道をそれぞれ l1 : x1 = a及び l2 : x1 = a+L

としよう。それぞれを系K にローレンツ変換すれば直線 l1 と l2 は簡単な計算により、それぞれ

L1 : ct =
1

β

(
x− a√

1− β2

)
+

aβ√
1− β2

(314)

L2 : ct =
1

β

(
x− a+ L√

1− β2

)
+

(a+ L)β√
1− β2

(315)

となるのが分かる。系K から見た棒の長さ Ĺは系K における同じ時刻での始点と終点の長さである。簡単な計算
によりそれは

Ĺ =
√
1− β2L ( < L ) (316)

となるのが分かる。従って系K から見ると棒の長さは
√
1− β2 倍に縮んで見えることになる。

以上のことはもう少し少ない計算で辿り着くことが出来る。系K において棒の長さを観測する時には、系K で
同じ時刻での棒の始点と終点との長さを測ることになる。従ってそのような方向ベクトルに対しては cdt = 0なの
で線素は ds2 = dx2となる。一方、系K1においてはローレンツ変換 (312)の関係を用いると、cdt = 0の条件より
cdt1 = −βdx1 が得られるので

ds = dx =
√
1− β2dx1 (317)

が得られる。棒の長さは系K1において x1 = aから x1 = a+ Lまで積分した値であり、即ち (316)が再現される。
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8.4 双子のパラドックス
さて前節において一方の慣性系の時間間隔がもう一方の慣性系での時間間隔よりも遅れることを見たが、一見す
るとおかしなことが起きているように感じるかもしれない。即ち、どちらの慣性系も特別であることはないので、そ
れらの慣性系を入れ替えて考えても同様の結論が得られることになる。ここでよく話題に出される双子のパラドッ
クスについて説明しよう。静止した系に双子の兄弟がいるとする。兄はその系に留まり、弟は宇宙船に乗り宇宙旅
行をしてまたもとの場所に戻ってくるとする。兄のほうから見ると弟は動いているので、弟のほうが時間が遅れて
いることになる。従って兄のほうが年を取っていることになる。一方で弟から見ても兄は動いているので、兄のほ
うが時間が遅れていることになり、弟のほうが年を取っていることにならないか？というパラドックスである。
この問題を手っ取り早く解決する方法は、前節までのように幾何学的に兄と弟の運動を記述することである。簡
単のため兄は慣性系 K0 の（空間的な）原点に静止しており、弟が運動しているとする。弟は K0 の原点から出発
し、また K0 の（空間的な）原点に戻ってくるのである。弟の軌跡を以下の計算を簡単にするために系K0 の座標
を (ct, x)で表した時

x = c sin(t) (318)

であるとする。即ち系K0 から見ると、弟は t = 0に出発して t = πに戻ってくる。

x

ct

0

t = π

(319)

さて弟が出発して戻ってくるまでの固有時間 τ は∫ τ

0

dτ =

∫ π

0

√
1− cos2 tdt

=

∫ π

0

sin tdt

= 2 (320)

となる。即ち兄のほうが年を取っているのである。系K0 を基準にして計算したが、計量が慣性系の選び方に依存
しないので、この結果は他のどんな慣性系を選んで考察しても同じ結果が得られる（ここで注意しなければならな
いことは、弟が常に原点にいるような座標系はもはや慣性系ではないということである）。このように実際にはパラ
ドックスは発生しない。どちらが年を取っているかを比べるには、兄と弟が同じ時空内の点にいる時でなければ出
来ない。同じ点に至るまでのそれぞれの固有時間を計算すれば必ず比較が出来る。或いは年齢の情報を送って比較
する方法も考えられるが、以前にも説明したように相対論では異なる系の間で同時性は成り立たないので、単純な
比較は意味を成さないのである。

8.5 ドップラー効果
この節では相対論的なドップラー効果について簡単に説明しよう。最初に音波のドップラー効果を説明する。次
に光のドップラー効果である。前者の現象は非相対論的な場合のドップラー効果の相対論的拡張である。一方、後
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者は完全に相対論的な現象であり、純粋に非相対論的な枠組みだけからでは導くことが出来ない。非相対論的には
光の媒質を仮定する必要性が生じるのに対して、相対論的には光の媒質を仮定する必要が全くないからである。

8.5.1 音波のドップラー効果

今慣性系Kに対して一定の相対速度 v0で動く音源があるとする。音源に固定された系をK0と置く。音を媒介す
る空気は系K に対して静止しているものとする。音源から発せられる音波は系K から見て音速 v1 であるとする。

K

K0

v0 ⇒
v1 ⇒

(321)

さて、音源からは周期∆t0の音波が出ているとしよう。系K0から見た系K1の相対速度（即ち音速）は v1−v0

1− v1v0
c2
で

与えられる。波長はそれに∆t0 をかけたものに等しい。即ち系K0から見た時、音波が発せられてから 1周期の間
で、座標

(c∆t0,
v1 − v0
1− v1v0

c2
∆t0) (322)

まで進んでいる。これを系K で見た時、音波が 1周期の間に進んだ座標 (c∆t, x)は、これをローレンツ変換した
ものであり、

(c∆t, x) =

(
1− v1v0

c2√
1− v2

0

c2

c∆t0, v1

√
1− v20

c2
∆t0

)
(323)

となる。∆tが系K から見た音波の周期である。系K から見た音波の波長は λ = x− v0∆tである。即ち

λ =
v1 − v0√
1− v2

0

c2

∆t0 (324)

となる。この結果は非相対論的なドップラー効果と比べて波長が長くなる。

8.5.2 光のドップラー効果

相対論では光の場合にもドップラー効果を考えることが出来る。前節の結果で v1に光の速度 cを代入すれば、直
ちに

c∆t =

√
1− v0

c

1 + v0
c

c∆t0, λ =

√
1− v0

c

1 + v0
c

c∆t0 (325)

が得られる。この結果は前節の計算を行うまでもなく、「ローレンツ変換」の節で考察した光円錐内の点がローレン
ツ変換のもとで動くことの出来る点の計算において得られている。実際に系K0 において、光が 1周期の間に進ん
だ周期∆t0 と距離（波長）λ を系K にローレンツ変換すれば求めるべきものが得られるからである。
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8.6 相対論的力学
この節では相対論的な力学を考えよう。これまで何度も強調しておいたように、相対論的な力学はローレンツ共
変なものでないといけない。これはMaxwell理論がそうであったように、相対論的力学も、どのような慣性系を選
んだかということには理論の（方程式等の）記述が依存しないはずであるという基本的な思想に基づいている。こ
れを相対性原理という。ここではこの原理を満たした力学を導出することを試みてみよう。
外力 Fのもとで運動する、質量 m ( ̸= 0)の質点の運動方程式を考えよう。ニュートン力学では、基礎方程式は
ニュートンの運動方程式

m
d2x

dt2
= F (326)

であった。さてこの方程式をローレンツ共変な形に拡張することを考えよう。慣性系K （座標を (ct, x)とする）に
おいて時刻 t = 0に質点が完全に静止した状態であったとしよう。その瞬間においては上のニュートンの運動方程
式は十分な精度で成り立つ。また系K において t = 0には dx

dt = 0なので、t = 0の時の質点の固有時間と系K の
時間間隔は等しく dτ = dtである。即ち

m
d2x

dτ2
= F (327)

である。ここで注意すべきことは、(327)式の左辺が時間に依存しない βに対するローレンツ変換のもとでは、ロー
レンツ共変な形で書けているということである。従って右辺もまたローレンツ共変でなければいけない。そこでひ
とまず力 Fの第 0成分を wとして、4次元ベクトル Fµ = (w,F)を定義しよう。この wの物理的な意味はここで
はまだよく分からないが、後に明らかになる。従って (327)は第 0成分までまとめて

m
d2xµ

dτ2
= Fµ (328)

と書ける。
次に、系Kでの、ある時刻 t0における質点の速度v(t0) =

dx
dt (t0)に対して、系Kと（時間に依存しない）一定の相

対速度 v0 = v(t0) (β0 = |v0|
c ) で動く慣性系K1から質点の運動を見てみよう。系K1での質点の座標 xµ

1 = (ct1,x1)

は、系K での質点の座標 xµ = (ct,x) からローレンツ変換をしたものとして表すことが出来る。また外力 Fµも系
K から K1 へ移る時にはローレンツ変換をしなければならず、それを Fµ

1 としよう。系K1 において質点が静止し
ていると見なせる瞬間においては上述の質点が完全に静止した状態での運動方程式

m
d2xµ

1

dτ2
= Fµ

1 (329)

が成立する。これをもとの系K に移すには、系K から系K1 へのローレンツ変換の逆変換をしてやればよい。以
下では（実際には必要ないのだが）計算を簡単にするために 2次元ミンコフスキー時空で考えよう。座標 (ct, x)は
座標 (ct1, x1)を用いて (

c dt
dτ

dx
dτ

)
=

 1√
1−β2

0

β0√
1−β2

0

β0√
1−β2

0

1√
1−β2

0

( cdt1dτ
dx1

dτ

)
(330)

と書けるので、これを用いて

m
d2xµ

dτ2
= Fµ (331)

が導かれる。ここで

Fµ =
1√

1− β2
0

(
w + β0F

1

F 1 + β0w

)
(332)
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である。この方程式は系K1 において質点が静止して見える瞬間においてのみ成立する方程式である。しかし質点
の速度が変化するごとに、質点と同じ速度で移動する系K1を取り直せば、その都度 (331)が得られるのが分かる。
従って一般的に (332)の β0を質点の速度に置き換えた時の (331)式が相対論的な運動方程式である。これは明らか
にローレンツ変換のもとで共変である。ここで系K1から見た外力 Fµ

1 は質点と同じ速度で運動しないと直接決定す
ることが出来ない。外力もローレンツ変換を受けるために、系K1と系K とでは異なってしまうからである。従っ
て次の目的は系K で見た時の質点に働く相対論的な力を求めることである。

...

（ここで (332)の β0が時刻に依存するように置き換える際に、はじめから β0を時刻に依存するようにしてはいけな
いのかという疑問が生じるかもしれない。しかし注意しないといけないのは、β0が時刻に依存するようにしてしま
うと、系K1 はもはや慣性系ではなくなるということである。従って、そうしてしまうと系K1 では特殊相対性理
論が適用できなくなってしまう。あくまでも各瞬間瞬間では上記運動方程式 (331)が成立するから、最終的には β0

が時刻に依存した一般的な方程式が成立するといえるのである。また次の点にも注意すべきである。即ち、時空の
関数として与えられるローレンツ群の元は一般には座標変換として表すことが出来ないということである。時空の
関数であるローレンツ群の元 Λµ

ν(x)に対して、もしローレンツ変換が

dyµ = Λµ
ν(x)dx

ν (333)

と書けるならば、いわゆる積分可能条件

d(Λµ
νdx

ν) = 0 (334)

を満たさないといけない。逆にこの条件を満たすならば、ポアンカレの補題（”トポロジー”note を参照）により
(333)と書けるのである。また、この条件が満たされる時には

(Λ−1dΛ)µν ∧ dxν = 0 (335)

となるので、変換前の座標系においてレビ・チビタ接続が 0であれば、変換後の座標系においてもレビ・チビタ接
続は 0となる（この辺の話は”ゲージ理論”noteを参照）。これは言い換えれば、相対論的運動方程式が慣性系の選
び方に依存しない、或いは同じことであるがローレンツ共変であるということを意味している。）

...

相対論的な扱いのすでに分かっている電磁場について、荷電粒子の受ける力を考察してみよう。ここで質点が電
荷 eを持つ荷電粒子であるとしよう。慣性系K1において電磁場が F1 = ∗B1 +E1 ∧ dt1で与えられるとしよう。系
K1 での荷電粒子が静止していると見なせる瞬間の時刻 t1 においてはやはり十分な精度でニュートン力学が成立す
ると考えられる。その瞬間には荷電粒子の速度は 0なので、荷電粒子の受ける力は

F1 = eE1 (336)

で与えられる。さて、これを系K にローレンツ変換するにはこれをローレンツ共変な形で表さないといけない。系
K において電磁場が (118)で与えられるとすると系 K1 では (119)の形で与えられる。(119)の最初の列ベクトル
が E1 であるので、Ei

1 = −F i0
1 と書ける。これはこのままではローレンツ共変な形ではない。ここで 4次元ベク
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トル dxµ

dτ = ( cdtdτ ,
dx
dτ ,

dy
dτ ,

dz
dτ ) は系K1 での時刻 t1 においては dxµ

1

dτ = (c, 0, 0, 0)と書けるので荷電粒子の受ける力は
vµ1 =

dxµ
1

dτ と置けば

Fµ
1 =

e

c
Fµν
1 (v1)ν (337)

と表すことが出来る。これはもはやミンコフスキー時空での 4次元ベクトルとして表されているのでローレンツ共
変である。かくして、これを系K に移してやれば、慣性系における電磁場中での荷電粒子の相対論的な運動方程式

m
dvµ

dτ
=

e

c
Fµνvν ( vµ =

dxµ

dτ
) (338)

が得られる。成分をあらわに書けば
d

dt

(
mc2√
1− β2

)
= eE · v (339)

d

dt

(
mv√
1− β2

)
= eE+

e

c
v ×B (340)

となる（第 1式目は全体に cをかけている）。第 2式からは、β ≪ 1とすると実際に非相対論的な荷電粒子の運動方
程式が得られる。左辺の第 1項目が電場から受ける力であり、第 2項目がアンペール力である。
さて、ニュートン力学でそうであったように相対論においてもエネルギーの時間変化は、質点が単位時間当たり
になされる仕事であり、運動量の時間変化が質点の受ける力であると定義される。(339)式の右辺を見てみると、こ
れは荷電粒子が単位時間当たりに電磁場からなされる仕事である。従って 4次元ベクトルmvµの第 0成分は粒子の
持つエネルギーである。と解釈することが出来る。このような意味合いにおいて、一般に粒子の受ける力の 4次元
ベクトル表現 Fµ の第 0成分は、粒子がその力によって単位時間当たりになされる仕事であると結論付けることが
出来る。まとめると質点の持つエネルギー E と運動量 pは、4次元運動量ベクトル

mvµ =

(
E
c

p

)
=

 mc√
1−β2

mv√
1−β2

 (341)

としてまとめられる。c ≪ 1として 1
c2 の項を無視すれば運動量は p = mvとなり、ニュートン力学を再現すること

が分かる。エネルギーに関しては E = mc2√
1−β2

であり、β2 のベキで展開すれば

E = mc2 +
1

2
mv2 + · · · (342)

となる。右辺の第 2項はニュートン力学での質点のエネルギーである。第 1項目はニュートン力学には現れない。
これは質点の運動に依存せず、質量にのみ依存する定数である。従ってこれは質量mの物体がもともと持っている
エネルギーであると解釈することが出来る。
質点のエネルギーまたは運動量を見てみると、 1√

1−β2
の factorが付いている。これは慣性系から見た質点の速度

に依存している。質点の運動量を慣性質量と速度の積であると定義するならば、質点の速度は vなので m√
1−β2

は
質点の慣性質量と定義されることになる。この意味で慣性質量を定義するならば、定数mとははっきりと区別を付
ける必要がある。この意味において定数mを静止質量と呼ぶ。従って相対論的な議論を行う際には、質量と言った
時にどちらの意味の質量なのかをはっきりさせておかないと意味を成さないことに注意されたい。以下において質
量と言う時は、特に断らなければ静止質量を指すものとする。
最後に、静止質量が 0の粒子の運動は以上の導出によっては導くことが出来ない。静止質量が 0の粒子としては
光子などのゲージ粒子などがある。それら粒子の運動方程式は上記の最後の結論である、粒子のエネルギーと運動
量の時間変化が、それぞれ単位時間当たりのなされた仕事、受ける力に等しいとして得られるであろう。
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8.7 ラグランジュ形式
8.7.1 質量を持った粒子のラグランジアン

この節では相対論的な質点の運動の、ラグランジュ形式での扱い方について説明しよう。質点の運動を表すラグ
ランジアンが何であるかを考えてみよう。ラグランジュ形式ではラグランジアンが与えられれば、ラグランジアン
の停留する経路が運動方程式の解である。従ってラグランジアンは運動の経路に沿った積分が最も作用を最小にす
るようなものである必要がある。ここで「双子のパラドックス」の節で説明したように、慣性系において出発点と
終着点が同じである場合、外力が働かない時には静止した状態が最も固有時間が長いというのが分かった。従って
任意の慣性系にローレンツ変換を行えば、時空内の任意の 2点の間を運動する質点の固有時間は、その 2点間を等
速直線運動した経路が最も固有時間が長くなる。従って作用積分は

Sp = −m

∫ τ

τ0

dτ

= −m

∫ t

t0

√
1− β2dt

= −m

∫ τ

τ0

√
−dxµ

dτ

dxµ

dτ
dτ (343)

で与えれる。実際に xµ に関して変分を取って計算してみよう。計算は最後の等式を使うのが便利である。

δSp = m

∫ τ

τ0

dxµ

dτ

dδxµ

dτ
dτ

= −m

∫ τ

τ0

d2xµ

dτ2
δxµdτ. (344)

従って相対論的な運動方程式が得られる。

8.7.2 電磁場中での荷電粒子のラグランジアン

「電磁場中の電子の非相対論的記述」の節にて説明したように、非相対論的な荷電粒子の電磁相互作用項は eA·v−eϕ

で与えられた。従って相対論的な電磁相互作用を与える作用は、電磁ポテンシャル A = A− ϕcdtを用いて

Sm =

∫ τ

τ0

Aµ
dxµ

dτ
dτ

=

∫
C

A (345)

で与えられるであろう。ここで C は 4次元ミンコフスキー空間中の質点の軌跡である。実際に xµ に関する変分を
取ってみると

δSm =
e

c

∫ τ

τ0

(
δxν ∂Aµ

∂xν
vµ +Aµ

dδxµ

dτ

)
dτ

=
e

c

∫ τ

τ0

((
∂Aµ

∂xν
− ∂Aν

∂xµ

)
vµδxν

)
dτ

=
e

c

∫ τ

τ0

(
Fµνv

µδxµ

)
dτ (346)

となる。従って荷電粒子の作用を
S := Sp + Sm

=

∫
C

(−mdτ +A) (347)

で定義すれば、実際に電磁場中の荷電粒子の相対論的運動方程式 (338) が導かれる。
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8.8 連続的に分布する物質の相対論的運動
8.8.1 電磁相互作用をする連続体

前節で質点の運動に対する相対論的な記述を得ることが出来た。この節では、それを少しだけ拡張することによ
り連続的に分布する物質（連続体）の相対論的な運動方程式を導いてみよう。連続体の占める（3次元的な）領域
は時間経過に伴い、連続体と共に動いていく。従ってそのことを強調するために、慣性系K における時刻 tを用い
て連続体の占める領域をDt と書くことにする。連続体内の点 xが静止していると見なせる系での点 xの質量密度
を µ = µ(x)とする。これはDtの外側の領域では µ(x) = 0 (x /∈ Dt) である。この連続体内の点 xの 4次元運動量
密度ベクトルは、xでの 4次元速度ベクトルを vµ = vµ(x)とすれば

pµ = µvµ (348)

と書ける。この第 0成分の 1
c 倍が、系K から見た点 xの質量密度を与える。”幾何のお話”noteによれば、ある量

ρの保存則に関する幾何学的表現（即ち連続方程式）は、4次元速度ベクトルからなる 1-form v = vµdx
µに対して

d

dt

∫
Dt

†
(

ρ√
1− β2

)
=

∫
Dt

d4 † (ρv) (349)

となるのが分かる（この積分は dx0 = cdt成分に関しては積分しないものとする）。従って ρ = µc2とすればエネル
ギーの時間変化率が、また ρ = µvとすれば運動量の時間変化率が得られる。こうして連続体の場合には次のエネ
ルギー・運動量テンソル

Mµν = µvµ
dxν

dt

= µ
√
1− β2vµvν (350)

が定義出来る。従って連続体に外力が働かない場合の運動方程式は、連続方程式

∂µM
µν = 0 (351)

により与えられる。
さてこの連続体が電荷を持つ場合に、電磁場から受ける力はどのように書けるであろうか。連続体の運動方程式
の慣性力の項が物質のエネルギー・運動量テンソルの保存則で表現出来たのであるから、電磁場との相互作用があ
る場合には、相互作用の項が同様に電磁場のエネルギー・運動量テンソルの保存則 (125)で表現出来るものと期待
出来る。実際に計算すると (129)より

∂µT
µν = −1

4
∂ν(FρσF

ρσ) + ∂µ(F
µρF ν

ρ)

= −1

2

∂Fρσ

∂xν
F ρσ + Fµρ

∂F ν
ρ

∂xµ
+

∂Fµρ

∂xµ
F ν

ρ (352)

ここでMaxwell方程式 (35)及び (36)は成分をあらわに書くと
∂Fµν

∂xν
= Jµ (353)

∂Fµν

∂xρ
+

∂F νρ

∂xµ
+

∂F ρµ

∂xν
= 0 (354)

と書ける。この 2式目を用いると (352)の右辺 2段目の第 1項目と第 2項目とが打ち消しあう。また 1式目を (352)

の第 3項目に（Fµν = −F νµ に注意して）代入すると、最終的に

∂µT
µν = −F νρJρ (355)
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となる。さて、ここで連続体を微視的に見てみよう。連続体を構成する粒子が質量m、電荷 eを持つものとする。
連続体が完全に静止していると仮定した時、連続体中の粒子の個数密度を n0としよう。そうすると、完全に静止し
ている連続体中の質量密度は µ = mn0であり、電荷密度は ρ = en0である。また、運動している連続体中の粒子の
4次元個数密度ベクトルを nµ = 1

cn0v
µ で定義すれば、連続体の 4次元運動量密度ベクトルは pµ = mcnµ となり、

4次元電流密度ベクトル（カレント）は Jµ = enµ で与えられる。従って

Jµ =
ρ

µc
pµ =

ρ

c
vµ (356)

である。従って電磁場のエネルギー・運動量テンソルの保存則は

∂µT
µν = −ρ

c
F νρvρ (357)

となる。これを荷電粒子の相対論的運動方程式 (338)の右辺と見比べてみると、ちょうど電磁場から受ける力が現
れているのが分かる。
まとめると、電磁場中の連続体の運動方程式は物質と電磁場の全エネルギー・運動量テンソルの保存則

∂µ(M
µν + Tµν) = 0 (358)

で表すことが出来る。
以上のように連続体の相対論的運動方程式は連続の方程式の形で表すことが出来る。ではテンソルとして表され
るMµν などの量の物理的な意味を簡単に電磁場の存在しない場合で考えてみよう。まず連続方程式の第 0成分を
見てみると

c∂µM
µ0 =

∂

∂t

(
µc2√
1− β2

)
+

∂

∂xi

(
µc2ui√
1− β2

)
= 0 (359)

ここで ui = dxi

dt である。この第 1項目はエネルギーの時間変化率である。第 2項目は運動量の発散となっている。
従ってこれを座標系に固定された領域D内で積分すると、

∂t

∫
D

∗ε = −
∫
D

d ∗ pc2

= −
∫
∂D

∗pc2 (360)

となる。これを見て分かるように、D内のエネルギーの時間変化率は Dを出入りするエネルギーの flux（流れ）、
即ち運動量であることが分かる。次に第 i成分を見てみると

∂µM
µi =

∂

∂t

(
µui√
1− β2

)
+

∂

∂xj

(
µuiuj√
1− β2

)
= 0 (361)

今度は第 1項目は運動量の時間変化率であり、第 2項目は運動量の fluxである。

8.8.2 巨視的な連続体の相対論的運動

連続体に関する一般的な相対論的な記述を見ておくのは有用であると思う。連続体の占める領域を Dとしよう。
一般的に言って物体の内部に力が働く時、物体内の微小領域の表面上には物体を押す力（圧力）以外にも摩擦や物体
を形成する分子間に働く力などの外部との相互作用等により生じる応力が存在する。応力は一般に物体が変形する
際に、物体内部に働く力を表したものである。一般的な場合を考える前に、微小な直方体について簡単に考察をし
てみよう。基準となる慣性系においてこの直方体が静止していると見なせるものとする。また、直方体の各辺に平
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行になるように座標系を取ることにする。直方体の各辺の長さを∆x、∆y、∆zとする。例えば下図のように y − z

平面に対して平行な、直方体の面∆S に対して働く単位面積当たりの力を σ1 = (σ11, σ21, σ31)としよう。

σ21

σ11

σ31

y

z

x

∆S

この時、この面∆Sに対して働く力の z成分は σ31∆y∆zで与えられる。連続体の変形に伴い、面∆Sに隣接する別の
直方体の面からこの面に対して力が働く時、反対側の面∆S′に隣接する別の直方体の面からは反対向きの力が働く。
従って面∆Sの反対側の面∆S′に働く単位面積当たりの力は−(σ11− ∂σ11

∂x ∆x, σ21− ∂σ21

∂x ∆x, σ31− ∂σ31

∂x ∆x) で与え
られる。他の面に対しても同様に単位面積当たりの力を σ2 = (σ12, σ22, σ32), σ3 = (σ13, σ23, σ33)とすれば、図でこ
ちらから見えている側の面に対して働く力の z成分の合力は σ31∆y∆z+σ32∆z∆x+σ33∆x∆y で与えられることに
なる。この面の反対側に働く力は、反対向きに (σ31− ∂σ31

∂x ∆x)∆y∆z+(σ32− ∂σ32

∂y ∆y)∆z∆x+(σ33− ∂σ33

∂z ∆z)∆x∆y

となる。これらの差がこの直方体全体に働く力の z成分 F3 を与える。従って F3 = (∂σ31

∂x + ∂σ32

∂y + ∂σ33

∂z )∆x∆y∆z

が得られる。このことから一般的に、領域Dに働く力の第 i成分 Fi は、ある 1-form σi = σi
jdx

j を用いて

F i =

∫
∂D

∗σi

=

∫
D

d ∗ σi (362)

の形に書けることが分かると思う。この時 σij を応力テンソルという。これらが微小直方体の受ける力、即ち運動
量の fluxを与える。今は考えている微小直方体が静止している系を選んでいるので、運動量は 0である。従ってこ
れらとエネルギー密度 E と合わせてエネルギー・運動量テンソルを成すことが分かる。即ち

Tµν =


E 0 0 0

0 σ11 σ12 σ13

0 σ21 σ22 σ23

0 σ31 σ32 σ33

 (363)

ここで E
c2 は質量密度を与える。0の成分が運動量密度である。

ここまでは微小な直方体が静止していると見なせる慣性系において考えたが、物体の他の領域や、今選んでいる
系とは異なる任意の慣性系の場合には、上記エネルギー・運動量テンソルをローレンツ変換することにより得るこ
とが出来る。
特に応力テンソルが対角形である場合には、完全流体と呼ばれる。この場合にも任意の慣性系へ座標変換を行で
ば、一般には対角形とは限らない。さらに対角成分が全て等しい場合にはパスカルの法則を導く。
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9 自明でないトポロジーを持つ空間での電磁気学
9.1 電磁場
ここまでは通常の 4次元ミンコフスキー時空における電磁気学を説明してきた。この節で簡単に説明する内容は
実用性はあまりないので、実用的なもののみに興味のある読者は読み飛ばされたい。記号の意味やトポロジーに関
する内容に関しては”トポロジー”note （或いは”トポロジー 2”noteの内容も必要かもしれない）を参照されたい。
この節では 4 次元の時空 M のトポロジーが、ある 3 次元多様体 N 及び R に対して N × R に等しい、即ち

M ≃ N × Rである場合を考えよう。ただし、M は flatであると仮定する。即ち局所的には通常の 4次元ミンコフ
スキー時空に完全に等しいものとする。例えばN = S3の場合には、M の空間部分はD3の境界を同一視したもの
とトポロジーが等しい。
このような設定のもとでM 上の電磁場がMaxwell方程式を満たすものとする。Maxwell方程式より d4F = 0で
る。ここでN はM ≃ N ×Rの変位レトラクトである。従ってH2(M) ≃ H2(N)である。従ってH2(N) = 0であ
れば、電磁ポテンシャル A ∈ Ω1(M)が存在し、d4A = F である。H2(N) ̸= 0の場合にはもはや大域的には電磁ポ
テンシャルを定義することが出来ない。従ってN を、それぞれが 1点に可縮な開被覆 {Uα}に対して、各 Uα上で
は電磁ポテンシャルが定義出来る。Uα 上の電磁ポテンシャルを Aα と書くと、α ̸= β の時 Uα ∩ Uβ ̸= ∅の場合に
は、Aα −Aβ = dθαβ と書くことが出来る。即ち異なる Uα上の電磁ポテンシャル同士は、ゲージ変換した分だけの
違いがある。

9.2 コンパクトな空間での電磁場
時空M ≃ N ×Rに対してN が境界がなくコンパクトであるとする。N 上での静電場を簡単に考えてみよう。N

上に点電荷が 1つ存在する場合にはポアソン方程式は

−∆ϕ = eδ (364)

といった形で表される。ここで δはN 上のデルタ関数である。さてこの方程式を満たすスカラー・ポテンシャル ϕ

が存在したとする。点電荷を囲む領域 U ⊂ N に対して∫
U

d ∗ dϕ = −e (365)

一方で U の外では恒等的に d ∗ dϕ = 0であるので、U c = N\U においては∫
Uc

d ∗ dϕ = 0 (366)

ところが ∂U = ∂U c（向きは逆になる）であるので、ストークスの定理により∫
U

d ∗ dϕ =

∫
∂U

∗dϕ

= −
∫
∂Uc

∗dϕ

= −
∫
Uc

d ∗ dϕ (367)

となり矛盾してしまう。即ちこのような空間には点電荷は単体では存在し得ない。一般的にいってN 上に電荷 eの
点電荷と電荷 −eの点電荷が同数存在する場合にのみ、矛盾が生じない。従って境界がなく、コンパクトな空間 N

上に存在する全ての電荷の和は 0である。
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