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1 INTRODUCTION

ノルム 1の状態ベクトルだけに絞って考えて、エネルギースペクトルが離散的の時に状態空間は無限次元ユーク
リッド空間の単位球面と見なせる。そこではリュービルの定理が成り立ち、状態空間の領域の体積が保存する。エ
ネルギースペクトルを有限で打ち切って考えると（カットオフを入れる）、状態空間の体積は次元に依存するが有
限。また状態空間を移動する速度が算出できるのでそれで状態空間の中を状態が移り変わって元の状態に近い状態
に戻る時間を概算できる。ここでの評価の仕方ではカットオフを入れるエネルギー順位を高くするほど回帰するま
での時間が増加してしまうので実用上は先に波動関数の近似が良いカットオフを先に決めて固定しておいて、それ
から評価をするのが良さそうであった。ここではそれらの関係を導出して、回帰時間を簡易的に概算する方法を提
案する。

2 導出
時間によらないシュレディンガー方程式は以下のように書ける。即ちハミルトニアン演算子を H とし、エネル
ギー固有値を En (n = 1, 2, 3, · · · )、エネルギー固有状態を φn とすると

Hφn = Enφn

E1 ≤ E2 ≤ · · · ≤ En ≤ · · ·
(1)

である。ここで一般的な系の状態を表す波動関数 φはエネルギーの固有状態 φn の線形結合で表すことができて、
その係数を Cn とすると

φ =
∑
n

Cnφn, Cn = an + ibn (2)

と書ける。ここで an と bn は実数である。さらに波動関数 φの規格化条件より

∥φ∥2 =
∑
n

|Cn|2 = 1 (3)
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とすることができる。このことは an, bn を用いて

x = (a1, b1, a2, b2, · · · ) ∈ S∞ ⊂ R∞ (4)

のように無限次元ユークリッド空間 R∞ の単位球面 S∞ 上の点として表すことができることを意味する。

|x|2 =
∑
n

(a2n + b2n) = 1 (5)

もしこの波動関数 φの固有関数展開 (2)を有限の第N 項で打ち切ると R2N の単位球面 S2N−1上の点として表すこ
とができる。N を十分に大きくとって固定することで厳密な波動関数を近似的に表す波動関数として議論すること
ができる。またそのことはエネルギー準位に対してカットオフ E < EN を入れて議論することと同値である。高エ
ネルギーの効果を無視してしまているので有効理論とは違うがある種の近似理論として議論の妥当性はあると考え
られる。
波動関数の時間依存性は時間発展演算子 e−iHt を用いて

φt = e−iHtφ

=
∑
n

Cne
−iEntφn

=
∑
n

(ant + ibnt)φn (6)

となる。ここで ant と bnt は時間 tに依存する実数である。これもまた無限次元ユークリッド空間 R∞ の単位球面
S∞ 上の点として表すことができる。

xt = (a1t, b1t, a2t, b2t, · · · ) ∈ S∞ ⊂ R∞ (7)

改めて時間に依存する波動関数の時間微分を考えると、シュレディンガー方程式より
dφt

dt
= −iHφt

=
∑
n

(
−iEnCne

−iEntφn

)
=
∑
n

(unt + ivnt)φn (8)

のようになる。ここで新たに unt と vnt が現れたが、これらは an, bn と同様に実部と虚部をそれぞれ unt と vnt と
した。これらは ant と bnt の時間微分である。Cn = an + ibn なので

d

dt

(
ant

bnt

)
=

(
0 En

−En 0

)(
ant

bnt

)
(9)

なる関係がある。これらの波動関数の時間微分の係数もまた無限次元ユークリッド空間の単位球面上の点として表
すことができる。

dxt

dt
= vt

= (u1t, v1t, u2t, v2t, · · · ) ∈ TxS
∞ ⊂ R∞ (10)

である。
さて、ここで波動関数は無限次元ユークリッド空間の単位球面上の点として表すことができるので波動関数の時
間発展は単位球面上の点の運動として表すことができる。もしエネルギーのカットオフを入れて第N 項までで打ち
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切っておいたときは 2N 次元ユークリッド空間の単位球面上の点の運動となる。波動関数の表す状態に近い状態と
いうのは単位球面上の点の近傍の点として言い表すことができる。また状態を表す点 xは時間発展とともに移動す
るが、常に単位球の表面上にあるため速度ベクトルは常に単位球に接している。従って単位球外への出入りがない
ために流れは常に単位球表面上に閉じている。一方、速度ベクトルの発散を計算すると

divvt = tr
∑
n

(
0 En

−En 0

)
= 0 (11)

となり、0である。即ち状態空間の中の体積は時間発展に伴って不変である。単位球表面からの出入りがないので、
即ち単位球面上の状態近傍の面積は時間発展により不変である。これは解析力学のリュービルの定理の量子力学で
のアナロジーである。従って解析力学におけるポアンカレの回帰定理と同様の議論を行うことができるのだが、実
際にどれくらいの時間くらいで初期状態の近傍に戻るのかの概算を行ってみる。状態空間上での速度の大きさは波
動関数の時間微分のノルムに等しい。即ち ∥∥∥∥dφt

dt

∥∥∥∥2 = |vt|2

=
∑
n

(u2
nt + v2nt)

=
∑
n

E2
n|Cn|2

=: v2 (12)

さて、状態の近傍を単位球面上の半径∆の領域だと考えると、単位球面上の領域全体を半径∆の領域で”ほとんど”

重ならないように覆いつくすのにどれくらいの数の領域に区分けできるかということを考えてみる。状態が現在の
領域を出て、隣の領域へ移動したとすればその移動時間∆t は

∆ = v∆t

(13)

のような関係が見出される。単位球 SD−1 (D = 2N)の表面積は

|SD−1| = 2π
D
2

Γ(D2 )
(14)

であり、SD−1 上の点 pの半径∆の領域内の表面積 V は

V =
2π

D−1
2

(D − 1)Γ(D−1
2 )

∆D−1 (15)

であるので、単位球の表面は

N =
|SD−1|

V

=
2π

D
2

Γ(D2 )
·
(D − 1)Γ(D−1

2 )

2π
D−1

2

· 1

∆D−1

=
(D − 1)

√
πΓ(D−1

2 )

Γ(D2 )
· 1

∆D−1
(16)

だけの領域で区分けされることになる。そうすると初期状態の近傍の領域は少なくとも N∆t秒で単位球面上のす
べての領域をくまなく一度は通過するか、もしくはすでに通過した領域を再度通過している。従って再度通過した
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領域を最初に通過したときの時間 T だけ時間を引き戻せば、初期状態の近傍の領域は T 秒後にはまた初期状態の
近傍に戻ってきていることになる。
ここで、状態が最初の領域を出て”ほとんどまっすぐに”となりの領域へ移動するとすることができるのは、領域
の半径が状態の移動がほとんど直線的であるとみなせる程度の大きさである必要がある。それは∆ = v∆tから∆t

が”ほとんどまっすぐ”移動すると言える程度の時間間隔と言い換えることができる。位置の時間 tによる初期状態
まわりのテイラー展開より

xt+∆t = xt + vt∆t+
1

2

dvt

dt
(∆t)2 + · · · (17)

なので、その時間間隔が小さいのであれば 1次と 2次との大きさを比べて 2次の項の大きさが十分小さいとみなせ
るときが”ほとんどまっすぐ”移動していると言える。即ち

|dvt

dt |
|vt|

∆t ≪ 1 (18)

である。具体的に計算すると

∆t ≪
√∑

n E
2
n|Cn|2√∑

n E
4
n|Cn|2

(19)

である。右辺の係数にくる 2はオーダーの問題なので落としている。領域の半径∆の評価としては

v∆t = ∆ ≪
∑

n E
2
n|Cn|2√∑

n E
4
n|Cn|2

< 1 (20)

である。最後の不等式はコーシー・シュバルツの不等式からである。1 (16)式とこの∆tの不等式から

N∆t = N
∆

v

=
(D − 1)π

1
2Γ(D−1

2 )√∑
n E

2
n|Cn|2Γ(D2 )

1

∆D−2

∼ (2N − 1)√∑
n E

2
n|Cn|2

1

∆2N−2
(22)

が初期状態に近い状態に戻るまでの時間の概算になる。
ここで簡単にここまでの結果を評価したいと思う。N というのはカットオフのオーダーであるが、N を大きくと
ることは厳密な波動関数を近似する精度に関係している。一方、N を大きくとっていくと状態の近傍の領域の面積
V は小さくなり、N → ∞で→ 0である。同じことは単位球の表面積 |S2N−1|にもいえて、その比N は→ ∞であ
る。初期状態が再度近い状態に戻るまでの時間N∆tも (22) の最初の factorの分母が | ⟨φ|H2|φ⟩ |1/2で上から抑え
られるので有限の範囲で収まるので全体としては N∆t → ∞となる。N を大きくとることは、波動関数を正確は
波動関数に近い形にすることに対応するが、近さの精度を上げるともとの状態の近い状態に戻る時間間隔が長くな
るのは単純に今回のここでの”近さ”の評価による要因が大きいように思う。すべての次元の座標を同じ評価で行っ
ているが、実際には高次の項に対応する座標はほとんど 0の近傍にいるのでそこまで含めて評価するともっと時間
を絞れるかもしれない。簡易的な評価としては波動関数の近似が十分に良いところを見極めてN を決めて固定して
しまい、そののちにN∆tを評価するのが良いかもしれない。今回はここまでの考察にしておく。

1この不等式は具体的には
0 ≤ ⟨φ|

(
H2 − ⟨φ|H2|φ⟩

)2 |φ⟩
= ⟨φ|H4|φ⟩ − ⟨φ|H2|φ⟩2 (21)

を計算することで導くことができる。
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