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1 INTRODUCTION

この noteでは最初にポアンカレ-ホップの定理を証明し、それからガウス-ボネ-チャーンの定理を証明します。最
後に境界を持つ多様体の場合へのガウス-ボネ-チャーンの定理の拡張を行っています。前提とする知識は”幾何のお
話”、”トポロジー”、”ゲージ理論”の noteあたりの内容及び、多様体論あたりの内容をになります。

2 ポアンカレ-ホップの定理
この章においては多様体M を境界のない向きの付いたコンパクトなm次元多様体であるとする。そのような多
様体M 上の非退化なベクトル場 vに対して次の定理が成り立つ。

定理 2.1 (ポアンカレ-ホップの定理)

χ(M) =
∑

p:v の 0 点
sign

(
det

(
∂v

∂x

)
p

)
(1)

ここで vが非退化であるとは vの全ての 0点 pにおいて

det

(
∂v

∂x

)
p

̸= 0 (2)

であることをいう。
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証明はいくつかの段階が必要である。

定義 2.1 多様体M,N ⊂ P（dimM + dimN = dimP）に対して、ある点 x ∈ M ∩N におけるM,N の接ベクト
ル空間 TxM, TxN の直和が xでの P の接ベクトル空間 TxP に等しい、即ち TxM ⊕ TxN = TxP である時、M と
N は xで交叉するという。特に ∀x ∈ M ∩N において交叉する時には単にM とN は交叉するという1。

定義 2.2 向き付けられた多様体M,N ⊂ P (dimM = m, dimN = n)が交叉するとする。点 x ∈ M ∩N に対して、
点 xでの TxP の基底として TxM の向き付けられた基底 (v1, · · · , vm)及び TxN の向き付けられた基底 (u1, · · · , un)

を選んだ時、xでのM と N の交差数 Ix(M,N)を TxP の基底 (v1, · · · , vm, u1, · · · , un)が正の向きであれば +1、
負の向きであれば −1として定義する。この時M とN の交差数を

I(M,N) =
∑

∀x∈M∩N

Ix(M,N) (3)

で定義する。

さて、ベクトル場 vは v : M → TM を定義する。M の vによる像を v(M)と書く。この時 vの任意の 0点 pは vが非
退化であるため、M と v(M)は交叉する。この時 (1)式の右辺はM と v(M)の交差数に等しい。実際 v : M → v(M)

を考えれば、vの 0点は vが非退化であるため正則点となっている。従って 0点においてM と v(M)は交叉する。
接ベクトルの代わりに余接ベクトル（1-form）で表せば、向き付けられた TM∗の基底 (dx1, · · · , dxm)と Tv(M)∗

の基底 (dv1, · · · , dvm)に対して、T (TM)∗の基底 (dx1, · · · , dxm, dv1, · · · , dvm)の向きは sign
(
det
(
∂v
∂x

)
p

)
である

ことに注意すれば分かると思う2。

定理 2.2 M を境界のないコンパクトな多様体とする。f, g : M → P (dim f(M) = dim g(M) = m) に対し
て f(M), g(M) が共に N ⊂ P (dimN = n, dimP = m + n) と交叉する。この時 f と g との間のホモトピー
φt = φ(t, ·) : M → P が存在し、任意の tに対して φt(M)がN と交叉する時、I(f(M), N) = I(g(M), N)である。

p ∈ f(M)∩N とする。この時 pt ∈ φt(M)∩N に対して p0 = pであり、ptにおいて φt(M)とN が交叉するものと
する。定義により pt は φt(M)において正則値である。従って pt の適当な開近傍 Upt

⊂ φt(M)として、φ−1
t (Upt

)

が互いに排他的で連結な開集合の族 {Vxt
}xt∈φ−1

t (pt)
に等しくなるように選べる。x ∈ f−1(p)をひとつ任意に選べ

ば、tを変化させていくに従って xから Vxt
を辿っていくことにより道 l : I → I ×M（l(t) = (t, xt), φ(xt) = pt）

が得られる。この時 g(x1) = p1 である。従って l(I) ⊂ I ×M は 1次元多様体を成す。後は”トポロジー”noteの写
像度がホモトピー不変量であることの証明と同様である（”トポロジー”note参照）。■

定理 2.3 M を境界のないコンパクトな多様体とする。また v をM 上の高々有限個の 0点のみを持つベクトル場
であるとし、pを vの任意の 0点とする。各 pの十分に小さい（p以外の vの 0点を含まない）近傍 Up に対して、
∪{Up}p:v の 0 点 の外で vと全く同じで、各 Upの内部では非退化な 0点を 1つ持つようなベクトル場 uが存在する。

vの任意の 0点 pに対して pの十分近い開近傍Upに対して、適当に座標系を選ぶことによりUp ≃ Rm（dimM = m）
と見なせる。従って Up内の局所基底をひとつ固定すれば、Up内では vは v : Rm → Rnと見なせる。ここで n < m

であるとすると、v−1(0)はm− n次元領域をなすため、vが高々有限個の 0点のみを持つことに反するので n = m

である。即ち Up と v(Up)は 1対 1対応である。ここで開近傍 D ⊂ Up を p ∈ D, D̄ ⊂ Up であるように任意に選
ぶ。”トポロジー”noteで触れたようにサードの定理により臨界点からなる集合は測度 0であるために、D内に必ず

1通常は微分幾何学では dimM +dimN ≥ dimP の場合も考慮に入れて、TxM ⊕ TxN = TxP である時に横断的に交わると定義する。こ
の noteでは議論がシンプルとなるように dimM +dimN = dimP と条件を絞っておいて、横断的に交わるとは区別するために、交叉すると
いう呼び方にした。

2もう少しだけ詳しく説明しておくと、TxM∗ の向き付けられた基底を (dx1, · · · , dxn) に取った時、x の余接ベクトルは v = aidx
i で与

えられる。従って T (TM)の向き付けられた基底は (dx1, · · · , dxn, da1, · · · , dan)で与えられる。即ち a の向きと x の向きは等しい。従って
dv の向きは det

(
∂v
∂x

)
p
の符号の正負に従う。
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正則点を持つ。q ∈ Dを任意の正則点とする。D内で 1であり Upの外で 0であるようなM 上の滑らかな関数 ρに
対して、v1 = v − ρv(q)は Up の外では v に等しく、Up 内には q のみを 0点に持つ。しかも q で v1 は非退化であ
る。後は各 vの 0点について同様にして非退化な 0点を持つベクトル場を構成していけば、求めるべきベクトル場
uが得られる。■

補題 2.1 境界のないコンパクト多様体M に対して、I ×M 上のベクトル場 v = vt + c∂t ∈ Γ(T (I ×M))を考え
る。ベクトル場 vt = (πt)∗vが t = 0, 1では非退化であり3、任意の t1 ∈ I では 0点を高々有限個しか持たないとす
る。この時、任意の t1での vtの 0点 pで vtがM 上で非退化であるならば、I ×M 上での vtの 0点からなる集合
（これは 1次元多様体を成す）は pでM と交叉する。また逆に I ×M 上の vtの 0点集合が pでM と交叉するなら
ば、pで v1 はM 上で非退化である。
証明は易しいの簡単に述べておく。ある t において vt が M 上の 0 点 p で非退化であれば、vt の 0 点集合が M

と (t, p) で交叉するのは明らかであろう。ある t において vt が 0 点 p で退化しているとすると、p を原点とした
M 上のある方向ベクトル ∆xに対して ∂vt

∂x (p)∆x = 0である。さて、今 I × M 内の (t, p)の十分小さい近傍 Up

に対して vt : Up → Rm が定義される。この vt に対しては 0 点集合は Up 内の 1 次元多様体を成す。なぜなら
dimvt(Up) = n < mならば vtの 0点集合はm− n+ 1 ≥ 2次元多様体を成すことになるので、vtがM 上に高々有
限個の 0点のみしか持たないことに反する。従って dimvt(Up) = mである。即ち vt の 0点集合は 1次元多様体を
成す。今∆vt =

∂vt

∂x (p)∆x = 0より、vtが一定である領域（即ち 0点集合）の (t, p)での方向ベクトルはこの∆x方
向に等しい。従って v1 の 0点集合は pで交叉しない。■

補題 2.2 上の補題の条件を満たすベクトル場 vt に対して、t = t1 及び t = t2 での vt : M → TM に対してM と
vt|t=t1(M)の交差数とM と vt|t=t2(M)の交差数は等しい。即ち

I(M, vt|t=t1(M)) = I(M, vt|t=t2(M)) (6)

である。
上の補題の証明により vt : I × M → TM の 0点集合 Kervt は I × M 内の 1次元多様体を成すのが分かる。ま
た、t = t1における vtの任意の 0点 (t1, p)に対して、(t1, p)を端点とする 1次元多様体のもう片方の端点が (t1, q)

であるとすれば、一方からもう一方へ vt の 0点集合を TM の局所座標系を座標変換しながら辿っていけば pでの
Tpvt(M)の向き (dp, dvt(p))と qでの Tqvt(M)の向き (dq, dvt(q))とは逆向きになることが分かる（ここで dpと dq

とは同じ向きに揃えているものとする）。(t1, p)のを端点とする 1次元多様体のもう片方の端点が (t2, q)であれば
同じ向きになる。従って証明したいことが得られる。詳細は”トポロジー”noteの写像度がホモトピー不変量である
ことの証明と同様なので省略する。■

定理 2.4 境界のないコンパクト多様体M 上の 2つの非退化なベクトル場 v1, v2に対して、v1(p)と v2(p)の線形結
合が係数を固定した時に、高々有限個の点 pにおいてのみ一次従属となるとする。この時 v1, v2 : M → TM の交差
数は等しい。即ち ∑

p1:v1の 0 点
sign

(
det

(
∂v1

∂x

)
p1

)
=

∑
p2:v2の 0 点

sign

(
det

(
∂v2

∂x

)
p2

)
(7)

3ここで
it : M → I ×M（射入）, π : I ×M → M（射影） (4)

に対して
πt = it ◦ π : I ×M → I ×M (5)

であり、(πt)∗ は πt の押し出しである。詳しくは”トポロジー”note を参照のこと。
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である。
ベクトル場 v = tv1 + (1− t)v2を考えれば、仮定により vは補題 2.1の条件を満たす。従って補題 2.2より明らかで
ある。■

さてこれでポアンカレ-ホップの定理が証明できる。上の定理 2.4により”トポロジー”noteの「多様体の分割」の
節で与えたようなM 上の滑らかな関数 f : M → Rに対してベクトル場 ∗df は非退化なM 上のベクトル場となる。
M 上の任意の非退化なベクトル場 v に対して、f を変形することにより ∗df と vが高々有限個の点においてのみ一
次従属となると仮定できる。従って I(M, v(M)) = I(M, ∗df(M))である。さて任意の ∗df の 0点 pに対して、適
当に pの近傍の局所座標系を取ることにより

f = f(p)− x2
1 − · · · − x2

λp
+ x2

λp+1 + · · ·x2
m (8)

と書ける。従って

Ip(M, ∗df(M)) = sign

(
det

(
∂2f

∂x∂x

)
p

)
= (−1)λp (9)

となる。”トポロジー”noteの「オイラー数」の節の最後の結果によれば、(−1)λp を ∗df の全ての 0点 pにわたる
和はオイラー数 χ(M)に等しい。従って

χ(M) =
∑

p: ∗df の 0 点
(−1)λp

=
∑

p: ∗df の 0 点
Ip(M, ∗df(M))

= I(M, ∗df(M))

= I(M, v(M))

=
∑

p:v の 0 点
sign

(
det

(
∂v

∂x

)
p

)
(10)

を得る。

3 ガウス-ボネ-チャーンの定理
n次元ユークリッド空間M = Rn を底空間とし、ファイバーが F = Rn であるベクトル束を E とする。E の外
積束 ∧∗E = ⊕

p
∧p Eに対して、∧qE値の p-form ω ∈ (∧qE)⊗Ωp(M)は、ω1 ∈ Ωp(M)及び ei1 , · · · , eiq ∈ Γ(E)を

用いて

ω = ω1ei1 ∧ · · · ∧ eiq (11)

の形の線形結合として表される。(∧∗E)⊗Ω∗(M) :=
∑

p,q(∧qE)⊗Ωp(M)と書く。以上の定義により ∧∗Eは”経路
積分”noteで定義しておいたグラスマン束となる。
Γ(E)の局所正規直交基 e1, · · · , enに向きを適当に定義する。この時 (∧∗E)⊗Ω∗(M)上のグラスマン積分（Berezin

積分）∫ B を上記のように書ける ωに対して

∫ B

ω :=


ω1 : q = n, (ei1 , · · · , ein)が正の向き
−ω1 : q = n, (ei1 , · · · , ein)が負の向き
0 : q < n

(12)
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と定義する。これも”経路積分”noteで定義したグラスマン積分と一致する。しかもこれは定義により Γ(E)の局所
正規直交基の選び方によらない。以下では特に断らない限り Γ(E)の基底 (e1, · · · , en)を正の向きに並んだ局所正規
直交基であるとする。
さて n次元ユークリッド空間M = Rn 上の座標系を x = (x1, · · · , xn)と選ぶ。簡単な計算により、n-form

U(x) = e−
1
2 |x|

2

dx1 ∧ · · · ∧ dxn (13)

に対して (
1

2π

)n
2
∫
Rn

U(x) = 1 (14)

が分かる。これより x =
∑

i eix
i ∈ Γ(E)に対して∫ B

exp

(
−1

2
|x|2 + dx

)
= e−

1
2 |x|

2

∫ B n∏
i=1

(1 + eidx
i)

= e−
1
2 |x|

2

∫ B

(e1dx
1) ∧ · · · ∧ (endx

n)

= e−
1
2 |x|

2

dx1 ∧ · · · ∧ dxn (15)

となる。即ち

U(x) =

∫ B

exp

(
−1

2
|x|2 + dx

)
(16)

を得る。
さて今度はM を一般的な n次元多様体であるとする。底空間をM としたファイバーが n次元のベクトル空間 V

である（V が実ベクトル空間の場合には構造群G : V → V はO(V )や SO(V )、またはGL(V ) 4 などである）ベク
トル束を E とする。この場合にも (∧∗E) ⊗ Ω∗(M)上のグラスマン積分が定義出来る。∇E を E 上の接続とする。
一般的に言って、ベクトル束 Eの構造群Gは Γ(E)の局所基底に条件を課したときに、条件を満たす局所基底の間
の座標変換により特徴付けられる。この意味でそのような局所基底を構造群Gを特徴付ける局所基底と呼ぶ事にす
る5。

補題 3.1 内積の定義されたベクトル束 Eに対して Γ(E)の、構造群Gを特徴付ける局所基底を e1, · · · , enとする。
また E 上の計量 gを保つ接続 ∇E が定義されているとする。この時、別の Gを特徴付ける局所基底への座標変換
のもとで不変な、計量 gの関数 f(g) = ai1i2···i2k−1i2kgi1i2 · · · gi2k−1i2k（ai1i2···i2k−1i2k は定数）に対して

df(g) = 0 (17)

である。また a = ai1i2···i2k−1i2kei1 ⊗ · · · ⊗ ei2k に対して

∇Ea = 0 (18)

である。

4GL(V ) は V から V への全単射写像全体からなる群である。
5例えば G = O(V ) であれば、⟨ei, ej⟩ = ηij を満たす基底の組（即ち局所正規直交基）であり、G = SO(V ) ならば e1, · · · , en は向きの

定義された局所正規直交基である。また G = GL(V ) ならば局所基底である。特に V が複素ベクトル空間の場合には G = O(V ) = U(V ) は
⟨ei, ej⟩ = g(e∗i , ej) = ηij により、G = SO(V ) = SU(V ) ならばさらに e1, · · · , en に向きが付けられたものにより特徴付けられる。また
G = GL(V ) は実ベクトル空間と同様に局所基底である。
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a = ai1i2···i2k−1i2kei1 ⊗ · · · ⊗ ei2k と置けば f(g) = a(g, · · · , g︸ ︷︷ ︸
k 個

)と書ける。すると

df(g) =

k∑
i=1

a(g, · · · ,
i 番目
∇Eg, · · · , g)[v] + (∇Ea)(g, · · · , g)[v] (19)

と書ける。第一項目は接続 ∇E が計量 gを保つので 0である。今 f(g)が Gによる座標変換のもとで不変なので a

もまた Gによる座標変換のもとで不変である。そこで座標変換を et = exp(tM)e（M ∈ g）と表せば、

d

dt
at =

2k∑
i=1

ai1i2···i2k−1i2keti1 ⊗ · · · ⊗Mijetj ⊗ · · · ⊗ eti2k

= 0 (20)

今はM は任意の gの元なので、M の代わりに接続形式ω（∇E = d+ω）を用いても成立している。これは∇Ea = 0

を意味している。従ってまた df(g) = 0である6。■

この補題により特に計量のパッフィアンに対して dPf(g) = ∇EPf(g) = 0 である。また G を SO(V ) と選べ
ば SO(V ) を特徴付ける局所基底は向きの付いた局所正規直交基である。その場合、a = e1 ∧ · · · ∧ en と置けば
∇E(e1 ∧ · · · ∧ en) = 0が分かる。
再び E を底空間が境界のない向き付けられた n次元コンパクト多様体M でファイバーが F = Rn のベクトル
束であるとする。また今度は E に内積が定義されていて計量を gとする。Γ(E)の向きの付いた局所正規直交基を
e1, · · · , en とし、∇E を従って計量を保つ接続とする。またこの基底での計量の表示を ηij = ±1であるとする。

補題 3.2 ω ∈ (∧∗E)⊗ Ω∗(M)に対して

d

∫ B

ω =

∫ B

∇Eω (21)

である。

ω = ω1e1 ∧ · · · ∧ en, ω1 ∈ Ωp(M)と仮定しても一般性を失わない。この時上述のことより

∇Eω = dω1e1 ∧ · · · ∧ en + (−1)pω ∧∇E(e1 · · · ∧ en)

= dω1e1 ∧ · · · ∧ en (22)

となる。■

ベクトル束 E の局所座標系は、Γ(E) の局所基底 e1, · · · , en を用いて E の元を v = ei(x)v
i ∈ E と書いた時

(x1, · · · , xn, v1, · · · , vn) で与えられる。この時、ω = ω1ei1 ∧ · · · ∧ eiq（ω1 ∈ Ωp(E)）に対して縮約 ιv （v ∈ E）を

ιvω =
∑
j

(−1)j−1 ⟨v, ej⟩ω1ei1 ∧
j
∨· · · ∧ eiq (23)

で定義する。また、E上の接続∇E を自然に∇E : (∧∗E)⊗Ω∗(E) → (∧∗E)⊗Ω∗+1(E) と考えることが出来る。こ
こで∇E の (∧∗E)⊗Ω∗(E)への作用は、接続形式を ωとすれば通常通り∇Eei = ejωjiで定義する。この時次の補
題が成り立つ。

6この証明は実質的に”ゲージ理論”note の Euler 形式が閉形式であることの証明と同じである。従ってこの議論を計量の代わりに ∇E の曲
率 Ω を用いても同じことが言える。
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補題 3.3 内積を持つ実ベクトル束 E の内積を保つ接続を ∇E (= d + ω) とし、その曲率を ΩE とする。また
BE ∈ (∧2E)⊗ Ω2(M) を”ゲージ理論”noteの Euler形式の箇所で定義した 2-form、即ち ΩE

imηmj = BE
ij に対して

BE =
1

2
BE

ijei ∧ ej

(
∈ (∧2E)⊗ Ω2(M)

)
(24)

であるとする。BE は自然に BE ∈ (∧∗E)⊗ Ω2(E)と見なせる。この時 v = eiv
i ∈ E とすれば、

A = −1

2
|v|2 +∇Ev +BE

(
∈ (∧∗E)⊗ Ω∗(E)

)
(25)

に対して

(∇E + ιv)A = 0 (26)

である。ここで |v|2 = ⟨v,v⟩である。

これは順次計算していけば確かめられる。∇EAの最初の項は、

∇E |v|2 = 2ιv∇Ev (27)

となる。第二項目は

∇E(∇Ev) = (∇E)2v

= ΩEv

= −ιvB
E (28)

となる。ここで最後の等式は eiの双対基を θiとして ΩE = eiΩ
E
ijθ

j であること、また BE
ij = −BE

ji に注意すれば分
かる。第三項目は Bianchiの恒等式より 0となる（”ゲージ理論”note参照）。以上のことが分かれば等式を確認す
るのは容易である。■

次に上記補題の Aを少し変更して

At = − t2

2
|v|2 + t∇Ev +BE (29)

と置く。この時、次の補題が成り立つ。

補題 3.4 E 上の n-form Ut ∈ Ωn(E)を

Ut =

∫ B

eAt (30)

と置けば
d

dt
Ut = d

∫ B

v ∧ eAt (31)

である。この結果は多様体M とファイバー F の次元が異なる場合でも成立する。

まず
d

dt
At = ∇Ev − t|v|2

= (∇E − tιv)v (32)
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また、この At に対しては
(∇E + tιv)At = 0 (33)

となる。従ってこれと、dAt

dt と At が交換すること、また [∇E ,v] = ∇Ev、{ιv,v} = |v|2、及び補題 3.3より
d

dt
Ut =

∫ B d

dt
eAt

=

∫ B

(∇E − tιv)(v ∧ eAt)

= d

∫ B

v ∧ eAt (34)

となる。最後の等式は補題 3.2による。■

特にM が n次元多様体で、ファイバー F が n次元ベクトル空間の場合には、∫ B
v ∧ eAt が n-1-formであるこ

とに注意すれば、ストークスの定理より∫
M

Ut1 −
∫
M

Ut0 =

∫
∂M

(∫ t1

t0

dt

∫ B

v ∧ eAt

)
= 0 (35)

となることが分かる。
以上により ∫

M
Ut は tには依存しない。従って特に nが偶数である場合には n = 2mと置き、t = 0と置けば

Ut =

∫ B

exp
(
BE
)

=
1

2mm!

∫ B

(Bi1i2 ∧ · · · ∧Bin−1in)(ei1 ∧ ei2 ∧ · · · ∧ ein−1 ∧ ein)

=
1

2mm!
εi1i2···inBi1i2 ∧ · · · ∧Bin−1in

∫ B

e1 ∧ · · · ∧ en

= Pf(BE) (36)

を得る。ここで Pf(BE)は BE のパッフィアンである7。
補題 3.5 底空間M 及びファイバー F がともに n = 2m次元である、ベクトル束 E の異なる 2つの接続∇E

0、∇E
1

に対して、ある ω ∈ Ωn−1(M)が存在して
Pf(BE

0 )− Pf(BE
1 ) = dω (37)

となる。
証明は”ゲージ理論”noteの「特性類」の節で計算したものと同様である。念のためここでも証明しておく。∇E

t =

(1− t)∇E
0 + t∇E

1 と置く。
d

dt
Pf(BE

t ) =

∫ B dBE
t

dt
exp(BE

t )

=

∫ B

[∇E
t ,

d∇E
t

dt
]η exp(BE

t )

=

∫ B

[∇E
t ,

d∇E
t

dt
η exp(BE

t )]

= d

∫ B d∇E
t

dt
η exp(BE

t ) (38)

7パッフィアンの定義は”ゲージ理論”note を参照されたい。またこの計算は実質的に”経路積分”note のグラスマン数のガウス積分の計算と
同じである。そちらのほうも参照されたい。
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従って

Pf(BE
0 )− Pf(BE

1 ) = d

∫ 1

0

dt

∫ B d∇E
t

dt
η exp(BE

t ) (39)

を得る。■

”ゲージ理論”noteによれば、

e(E,∇E) =
1

(2π)m
Pf(BE) (40)

を Euler形式といい、そのコホモロジー類を Euler類と呼んだ。今、M が局所正規直交基による表示で計量が δ = 1

となる多様体（リーマン多様体）であるとし、ベクトル束を E = TM に選んだ時、次の定理が成り立つ。
定理 3.1 (ガウス-ボネ-チャーンの定理) n = 2m次元の境界のない向き付けられたコンパクト多様体M に対して

χ(M) =

∫
M

e(TM,∇TM ) (41)

が成り立つ。
証明の前に説明をひとつ付け加える。上記Utは (∧∗E)⊗Ω∗(E)上で定義されている。従って、ベクトル場 v : M → TM

による引き戻し ( 1
2π

)m
v∗
∫ B

Ut が Euler形式と等しいと解釈するべきである。
さて、M 上の非退化なベクトル場を vとする。vの任意 0点をひとつ選び pと置く。pを原点とした、pのある開
近傍 Up ≃ Rn 内での適当な局所座標系を xと取る。v = eiv

i（ei = ∂i）は Up 内で全単射 v : Rn → Rn を定義し、

v =
∂v

∂x
(p) · x+O(|x|2) (42)

と書ける。さて、M の計量を適当に取り直せば、Up 内ではこの局所座標系による表示で

g = (dx1)2 + · · ·+ (dxn)2 (43)

であると仮定できる。従って Up 内では曲率が 0であるため、∫
M

e(TM,∇TM ) =
1

(2π)m

∫
M

v∗
∫ B

exp(At)

=
1

(2π)m

∑
p:v の 0 点

∫
Up

v∗
∫ B

exp

(
− t2

2
|v|2 + tdv

)

+
1

(2π)m

∫
M\∪

p
{Up}

v∗
∫ B

exp

(
− t2

2
⟨v, v⟩+ t∇TMv +BTM

)
(44)

となる。最後の等式の第二項目はM\ ∪
p
{Up}内では ⟨v, v⟩ > 0 であるため t → ∞の極限では 0となる8。第一項目

に関しては、pが v|Up
の正則点であることから、この章の最初のほうの計算により、t → ∞ において、∫

Up

v∗
∫ B

exp

(
− t2

2
|v|2 + tdv

)
= tn

∫
Rn

v∗
(
exp

(
− t2

2
|v|2

)
dv1 ∧ · · · ∧ dvn

)
= sign(v)p

∫
v(Rn)

U(v)

= sign

(
det

(
∂v

∂x

)
p

)
(2π)m (45)

8この項は t の 0 次から n 次までの和の形になるが、最も利いてくるのは tn 次の項である。しかしこの項も t → ∞ の極限においては
e−

1
2
|x|2 の無限遠方の領域での積分となるため→ 0 となる。
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となる。従ってポアンカレ-ホップの定理により定理が示される。■

2次元多様体の場合のガウス-ボネの定理はこの特別な場合として得られる。
（ここで念のために注記しておきます。”トポロジー”noteでも書いたように、境界のないコンパクト多様体の場合
にはド・ラームコホモロジー群に対してHp(M) = Hn−p(M) であった。即ちM が奇数次元の場合には χ(M) = 0

である。従って奇数次元の場合にはオイラー類を e(TM,∇TM ) = 0と定義しておけば、ガウス-ボネ-チャーンの定
理は任意の次元に対して成立する。）

4 ガウス-ボネ-チャーンの定理～境界付き多様体の場合～
この章では向きの付いたコンパクトな境界付きリーマン多様体の場合を考える。その場合においてもベクトル場

vをM の内点においてのみ 0点を持つ非退化なベクトル場であるとすれば、ポアンカレ-ホップの定理の議論はそ
のまま成り立つことに注意されたい。修正されるべき箇所は補題 3.4以下の箇所である。多様体M が境界を持つ場
合には ∫

M

v∗Ut1 −
∫
M

v∗Ut0 =

∫
∂M

v∗
(∫ t1

t0

dt

∫ B

v ∧ eAt

)
(46)

において右辺は今度は 0とはならない。もう一箇所は補題 3.5の、接続を取り直すことから来る境界上での積分項
であるが、この項に関しては定理 3.1の証明において計量を境界 ∂M の近傍ではもとの計量と一致するように取れ
ば ∂M 上では d∇E

t

dt = 0となり、この項からの寄与は生じない。以上により境界を持ったコンパクト多様体の場合
のガウス-ボネ-チャーンの定理は

χ(M) =

∫
M

e(TM,∇TM ) +

(
1

2π

)n
2
∫
∂M

v∗
(∫ ∞

0

dt

∫ B

v ∧ eAt

)
(47)

となる。奇数次元の場合には右辺の第一項目は 0となる。以下では偶数次元と奇数次元の場合に分けて右辺の第二
項目を計算していく。

4.1 偶数次元の場合
境界を持ったコンパクト多様体M の次元が n = 2mの場合。ベクトル場 vはM の内点のみで 0点を持つため、

∂M 上では v ̸= 0である。従って ∂M の各連結成分 (∂M)α (α = 1, 2, · · · )内において、vは常に外向きであるか内
向きであるかのどちらかである。q ∈ ∂M のM 内での近傍 U の局所座標系を

Rn
− :=

{
x = (x0, · · · , xn−1) ∈ Rn

x0 ≤ 0
(48)

とする。また ∂M の向きは通常通りに (x0, · · · , xn−1)が正の向きである場合に、(x1, · · · , xn−1)が正の向きである
ように定義する。
さて、U 内においてのみ vを変形することにより、境界において vが外向きであれば U 内で v = ∂

∂x0 であり、v

が内向きであれば U 内で v = − ∂
∂x0 であると仮定できる。∂M 上の各点の近傍においてそうであるように変形する。

境界積分の項の、U 内における局所座標系での表示を与えよう。At の三項の内どのふたつも交換するので、また
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∂M 上では |v|2 = 1に注意すれば∫ ∞

0

dt

∫ B

v ∧ eAt =

∫ ∞

0

dte−
t2

2 |v|2
∫ B

v ∧ et∇
TMv ∧ eB

TM

=
∑
a,b=0

1

a!b!

∫ ∞

0

dte−
t2

2

∫ B

v ∧ (t∇TMv)b ∧ (BTM )a

=
∑
a,b=0

1

a!b!
2

b
2−

1
2Γ(

b

2
+

1

2
)

∫ B

v ∧ (∇TMv)b ∧ (BTM )a (49)

ここでBTM ∈ (∧2TM)⊗Ω2(TM)及び、∇TMv ∈ TM⊗Ω1(TM)であるので、∫ Bの被積分関数は 2m = 2a+b+1

であるもののみが寄与する。従って bは奇数である。従って接続形式を ωi
j とすると

v∗
(∑

a,b=0

1

a!b!
2

b
2−

1
2Γ(

b

2
+

1

2
)

∫ B

v ∧ (∇TMv)b ∧ (BTM )a
)

=
∑

2a+b+1=2m

1

2aa!1 · 3 · 5 · · · b
εi1···ibj1···j2aω

i1
0 ∧ · · · ∧ ωib

0 ∧BTM
j1j2 ∧ · · ·BTM

j2a−1j2a (50)

ここで添え字の i1, · · · , ib, j1, · · · , j2a は 1, 2, · · · , n− 1を取るものとする。従って積分の際には境界 ∂M の向きを
通常通りの選び方に取れば、

Φ =
∑

2a+b+1=2m

1

2aa!1 · 3 · 5 · · · b
εi1···ibj1···j2aω

i1
0 ∧ · · · ∧ ωib

0 ∧BTM
j1j2 ∧ · · ·BTM

j2a−1j2a (51)

と書けば、

χ(M) =

∫
M

e(TM,∇TM ) +
1

(2π)m

∑
α

∫
(∂M)α

Φ (52)

となるのが分かる。ここで第二項目の符号は (∂M)α で vが外向きであれば +、内向きであれば −を取る。

4.2 奇数次元の場合
n = 2m+ 1の奇数次元の場合には (49)において bは偶数である。従って

v∗
(∫ ∞

0

dt

∫ B

v ∧ eAt

)
= v∗

(∑
a,b=0

1

a!b!
2

b
2−

1
2Γ(

b

2
+

1

2
)

∫ B

v ∧ (∇TMv)b ∧ (BTM )a
)

=
∑

2a+b=2m

1

a!2 · 4 · · · b

√
π

2
v∗
∫ B

v ∧ (∇TMv)b ∧ (BTM )a

=
1

m!

√
π

2
v∗
∫ B

v ∧
∑

a+β=m

m!

a!β!
(BTM )a ∧

(
1

2
(∇TMv)2

)β

(b = 2β)

=
1

m!

√
π

2
v∗
∫ B

v ∧
(
BTM +

1

2
(∇TMv)2

)m

=

√
π

2
v∗
∫ B

v ∧ exp

(
BTM +

1

2
(∇TMv)2

)
= ± 1

2mm!

√
π

2

(
εi1···i2m(i∗BTM )i1i2 ∧ · · · ∧ (i∗BTM )i2m−1i2m

)
(53)
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ここで最後の等式に関して、i∗BTM はM 上の曲率 BTM の射入 i : ∂M ⊂ M による引き戻しであり、

e0 ∧
(
BE +

1

2
(∇Ev)2

)m

= e0 ∧
[
1

2

(
dwij + wi

k ∧ wkj + wi
0 ∧ w0j

)
ei ∧ ej

−1

2

(
wi

0 ∧ w0j

)
ei ∧ ej

]m
(i, j, k = 1, · · · , n− 1)

= e0 ∧ (i∗BTM )m (54)

となることから分かる。従って

χ(M) =
1

2

(
1

2π

)m∑
α

±
∫
(∂M)α

i∗Pf(BTM )

=
1

2

∑
α

±
∫
(∂M)α

i∗e(TM,∇TM ) (55)

となる。ここで符号は (∂M)α で vが外向きであれば +、内向きであれば − を取る。
例として以下の簡単な場合を考えてみよう。境界を持つ 2m+ 1次元多様体

O := {(x0, · · · , x2m) :
1

2
< x0 < 1} (56)

のオイラー数はOのレトラクトとしてS2mが取れるので、χ(O) = χ(S2m) = 2である。一方、Oの境界はS2m
+ ∪S2m

−

である。ここで±の符号は x0 = 1の方を+、x0 = 1
2 の方を−としている。ベクトル場 vとして原点から外向きの

大きさが 1のベクトル場を取る事が出来る。従って vは O内に 0点を持たない。また外側の境界 Sn−1
+ では外向き

であり、内側の S2m
− では内向きである。従って外側では、i+ : S2m ≃ S2m

+ ⊂ Oとすれば∫
S2m
+

i∗+e(TO,∇TO) =

∫
S2m

e(TS2m,∇S2m

)

= χ(S2m)

= 2 (57)

であり、内側では i− : S2m ≃ S2m
− ⊂ Oとすれば

−
∫
S2m
−

i∗−e(TO,∇TO) =

∫
S2m

e(S2m,∇TS2m

)

= 2 (58)

となり、実際に一致しているのが分かる。

5 疑リーマン多様体のガウス-ボネ-チャーンの定理
ここでは疑リーマン多様体M を考える。即ち、計量が局所直交基底を用いて

ηij =



−1

. . .

−1

1

. . .

1


︸ ︷︷ ︸

λ個
︸ ︷︷ ︸

n−λ個

(59)
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と表されるものとする。向き付けられた境界のないコンパクトな疑リーマン多様体の場合にも 3節のガウス-ボネ-

チャーンの定理 3.1の証明と同様の議論が行える。即ち、”解析の話発展変”noteで導いた最後の等式より∫ ∞

0

xs−1e±ixdx = Γ(s)e±iπ
2 s (60)

が得られるが、これより α ∈ Rに対して∫ ∞

−∞
ei

α
2 x2

dx =

√
2π

|α|
exp

(
i
π

4
sign(α)

)
(61)

従って

U(x) := exp

(
− i

2
⟨x,x⟩

)
dx1 ∧ · · · ∧ dxn (62)

に対して (
1

2π

)n
2
∫
Rn

U(x) = exp
(
i
π

4
(2λ− n)

)
(63)

となる。従って

At = − t2

2
|v|2 + t∇Ev +BE (64)

とすれば

Ut :=

∫ B

eiAt

(65)

はリーマン多様体の時と同様に tに依存しない。nが偶数である場合には n = 2mと置き、t = 0と置けば

Ut = imPf(BE) (66)

を得る。3節同様の議論を行うことにより

im
∫
M

e(TM,∇TM ) =
1

(2π)m

∫
M

v∗
∫ B

exp (iAt)

=
1

(2π)m

∑
p:v の 0 点

∫
Up

v∗
∫ B

exp

(
−i

t2

2
⟨v,v⟩+ itdv

)

+
1

(2π)m

∫
M\∪

p
{Up}

v∗
∫ B

exp

(
−i

t2

2
⟨v, v⟩+ it∇TMv + iBTM

)
(67)

ここで第二項目は t → ∞の極限において、→ 0となる。第一項目は∫
Up

v∗
∫ B

exp

(
−i

t2

2
⟨v,v⟩+ itdv

)
= (it)n

∫
Rn

v∗
(
exp

(
−i

t2

2
⟨v,v⟩

)
dv1 ∧ · · · ∧ dvn

)
= i2msign(v)p

∫
v(Rn)

U(v)

= sign

(
det

(
∂v

∂x

)
p

)
(2π)mim+λ (68)
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従って、

χ(M) = i−λ

∫
M

e(TM,∇TM ) (69)

が得られる。ここでオイラー数 χ(M)および右辺の積分はともに整数であるので、λが奇数の場合にはオイラー数
は 0でないといけないことが分かる。即ち次の定理を得る。

定理 5.1 向き付けられた境界のないコンパクトな偶数次元の疑リーマン多様体M の局所正規直交基底を用いた時の
計量の表現が (59)で与えられた時、−1の成分の個数が奇数であるとき、疑リーマン多様体M のオイラー数 χ(M)

は 0に等しい。

計量の −1の成分の個数 λが偶数の時、λ = 2σと表せば、疑リーマン多様体のガウス-ボネ-チャーンの定理は次
のように表される。

定理 5.2 (疑リーマン多様体のガウス-ボネ-チャーンの定理) 向き付けられた境界のないコンパクトな偶数次元の
疑リーマン多様体M の局所正規直交基底を用いた計量の表現 (59)に対して、−1の成分の個数が 2σ個である時、

χ(M) = (−1)σ
∫
M

e(TM,∇TM ) (70)

が成り立つ。

6 不動点定理
ポアンカレホップの定理 2.1の証明の最終部分を考慮すると、向きの付いたコンパクトな多様体M に 0点を持た
ないベクトル場 vが存在した場合、必然的に

χ(M) = I(M, v(M)) = 0 (71)

となり、オイラー数が 0となることが導かれる。証明の流れとしては vt = tv + (1 − t)df を取って補題 2.1、補題
2.2、定理 2.4を追うと良い。

補題 6.1 向きの付いたコンパクト多様体Mに 0点を持たないベクトル場 vが存在するならば、オイラー数χ(M) = 0

である。逆に向きの付いたコンパクト多様体M のオイラー数が 0でないならばM 上のベクトル場 vは必ず 0点を
持つ。

これにより不動点定理が得られる。

定理 6.1 (不動点定理) 向きの付いたコンパクト多様体M の自身への同相写像φ : M → M と恒等写像 1 : M → M

とのホモトピー φtが存在し、φtの微分が tに依存しないベクトル場を定める時、M のオイラー数が 0でないなら
ば φ(p) = p ∈ M なる点 p（不動点）が存在する。

証明は次の通り。ホモトピーを φt : M → M (t ∈ [0, 1])とした時、M の各点 pに対して φt(p)の tでの微分はM

のベクトル場 vを定義する。今、vの 0点が存在しないならば上記の補題よりオイラー数 χ(M) = 0となる。従っ
てオイラー数が 0でないならば vは必ず 0点を持つ。vの 0点を pとすると、vは tに依存しないために、任意の t

に対して φt(p) = pである。従って pが求めるべき不動点である。■
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